RAPPORT SUR LES TRAVAUX EFFECTUES

CONG XUE

J’explique les résultats de mon article [Xuel8a| (qui améliore ma thése [Xuel7])
et mon article [Xuel8b|.

1. PRESENTATION DU SUJET ET DESCRIPTION RAPIDE DES RESULTATS DE
[Xuel8a| ET [Xuel8b]

1.1. Formes automorphes. Soit F, un corps fini de caractéristique p. Soit X
une courbe projective lisse géométriquement irréductible sur F, et F' son corps
de fonctions. Soit G' un groupe réductif connexe déployé sur F,.

Notons A I'anneau des adeles de F' et O I'anneau des adéles entiéres. Soit N un
niveau, c’est-a-dire un sous-schéma fini de X. Notons Oy ’anneau des fonctions
sur N et Ky := Ker(G(0) — G(Oy)) le sous-groupe compact ouvert de G(A)
associé a N.

Notons Z¢ le centre de G. Soit = un sous-groupe discret de Zg(A) tel que le
quotient Zg(F)\Zg(A)/Zc(0)= soit fini de sorte que le volume de G(F)\G(A)/=
soit fini. On note C.(G(F)\G(A)/KNE,Qy) l'espace des formes automorphes de
niveau N.

Pour tout sous-groupe parabolique P C G, on note U son radical unipotent.
On a le morphisme terme constant :

CE : Co(G(F)\G(A)/KNE, Qi) — C(P(F)U(AM\G(A)/KnE, Q)

donné par f — fF : g — fU(F)\U(A)f(ug)du. Une fonction f est dite cuspi-
dale si pour tout P comme ci-dessus, le terme constant f” est nul. On note
CP(G(F)\G(A)/KnZ,Qp) V'espace des fonctions cuspidales. Un théoréme de
Harder dit que l'espace CS"P(G(F)\G(A)/KnZE, Q) est de dimension finie.

L’espace des formes automorphes C.(G(F)\G(A)/KyZ,Qy) est muni d’une
action de l'algebre de Hecke .7 = C.(KN\G(A)/ KN, Qy) par produit de convo-
lution & droite. Soit v une place de X ~ N. On note O, I'anneau local complété
en v et F, son corps de fractions. Soit %, = C.(G(0,)\G(F,)/G(O,), Q)
I’algébre de Hecke en la place v. Il est bien connu parmi les experts que
Ce(G(F)\G(A)/KNE,Qy) est de type fini comme 7 ,-module (donc de type
fini comme ##%-module).

1.2. Cohomologie des champs de chtoucas. On considére les champs clas-
sifiants des G-chtoucas, qui ont été introduits par Drinfeld dans [Dri87| pour
G = GL, avec deux pattes et par Varshavsky dans [Var04| en general Soient G
et N comme avant, I un ensemble fini et W une représentation de GI ot G est
le groupe dual de Langlands de G. On associe a ces donnés un champ c1a551ﬁant

les G-chtoucas sur X avec niveau N, que I'on note Chtg 1w
1
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Dans [Var04] et [Lafl2], Varshavsky et V. Lafforgue ont considéré la coho-
mologie (-adique des champs de G-chtoucas pour ¢ un nombre premier different
de p. Plus précisément, ils ont considéré les groupes de cohomologie a support
compact Héyle,W en degré j € Z, pour le complexe d’intersection f-adique
de Chtg v rw /E. En particulier, quand I = () et W = 1 (la triviale), on a
H?;,N,@,l = Cc(G(F)\G(A)/KNE>Q£)-

1.3. Les résultats. Pour tout sous-groupe parabolique P et son quotient de Levi
M, on définit les champs de P-chtoucas Chtpy ;w et les champs de M-chtoucas

(On)
ChtM,NJyw. On utilise une variante Chth,N,],W = Chtp,NJ,W X G(ON) et

P(ON)
Cht)y v rw = Chtarnrw X G(Op). Les morphismes G <= P — M induisent

une correspondance
/ /
ChtG’N7[,W < ChtP,]\ﬂ[,W — ChtM7N7[,W .

Grace a cette correspondance nous construirons un morphisme terme constant
de la cohomologie du champ de G-chtoucas vers la cohomologie du champ de
M-chtoucas

P . 17 "j
(1.1) Con:Honrw = Hynrw

. . , . . . j’ cusp ] 5.
Ainsi nous définissons la partie cuspidale Hg 7y, de Hy vy, comme Uintersec-
tion de noyaux de morphismes terme constant pour tout sous-groupe parabolique
propre.

Théoréme 1.1. ([Xuel8a|) Le Qu-espace vectoriel HJGR?SIPW est de dimension
finie.
Quand I = () et W = 1, le morphisme terme constant ci-dessus C’g:]OV coincide

. 0
avec le morphisme terme constant pour les formes automorphes et H; ;l%pl =

Ce=P(G(F)\G(A)/KNZE,Qp). Ce théoréme généralise le théoréme de Harder.

Le groupe de cohomologie Hg; ~7w €st muni d’'une action des opérateurs de
Hecke. On montre que les morphismes terme constant commutent avec les opé-
rateurs de Hecke. .

Dans [Lafl2], V. Lafforgue a défini le sous-Q-espace vectoriel Hé%f;% de

Hé ~.1w © une classe de cohomologie ¢ dans Hé’ ~.1w est dite Hecke-finie au sens
rationnel si l'espace C.(G(0)\G(A)/G(0),Qy) - ¢ est de dimension finie.

o e . 7, Hf-rat
PfOpOSltlon .1.2. (IXuel8a|) Les deuzr sous-espaces wvectoriels Honow et
HL G Tw de HE y 1w sont égau.

De plus, utilisant les morphismes terme constant et leur commutativité avec
les opérateurs de Hecke, on montre que

Théoréme 1.3. ([Xuel8b|) Pour tout place v de X \ N, le Qg-espace vectoriel
H&N%W est de type fini comme F¢ ,-module.
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A Taide de ce théoréme, on applique une variante de lemme de Drinfeld
pour munir H{ y;y dune action de Weil(F/F)!, ot F est une cloture
algébrique de F. Ainsi on construit les opérateurs d’excursion agissant sur
Ceo(G(F)\G(A)/KNE,Qy). Leurs restrictions sur CS"P(G(F)\G(A)/KNE, Qy)
coincident avec les opérateurs d’excursion construits dans [Lafl12].

Une fois construits ces opérateurs d’excursion, un argument simi-
laire & [Lafl2] donne une décomposition canonique de tout quotient de
C(G(F)\G(A)/KNE,Qy) associé a un systéme de valeurs propres de Hecke,
et cette décomposition est indexée par des paramétres de Langlands globaux
(-adiques.

1.4. Les nouveautés dans les preuves. (1) Pour construire les morphismes
terme constant, nous utilisons le morphisme lisse défini dans [Lafl2] du champ
de chtoucas vers un quotient de la grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld et
la compatibilité de I’équivalence de Satake géométrique avec les foncteurs terme
constant dans [BD99| et [BG02].

(2) nous ramenons l’étude du morphisme Chtp — Chtys a 'étude du mor-
phisme Grp — Gry; (qui est effectuée dans (1)) et celle du morphisme Bunp —
Bunj,. Pour ce dernier, nous utilisons la contractibilité relative de la restriction du
morphisme Bunp — Bun,, sur les strates de Harder-Narasimhan assez profondes
dans [DG15] et [DG16].

(3) nous montrons la finitude de la cohomologie cuspidale par récurrence sur le
rang semi-simple. La récurrence montre en plus que la cohomologie des champs
de chtoucas tronqués s’injecte dans la cohomologie des champs de chtoucas.

(4) une difficulté importante vient du fait que le morphisme terme constant a
une infinité de composantes, indexées par le réseau de copoids de Zy;/Zg, ot Zg
est le centre de G et Z); est le centre de M. Mais nous montrons que les index
du support de I'image sont inclus dans un cone translaté dans ce réseau.

(5) la preuve du théoréme 1.3 est basée sur la contractibilité dans (2). L’injec-
tivité dans (3) joue aussi un role important dans cette preuve.

Pour simplifier les notations, dans la suite on considére seulement le cas sans
niveau. On a les résultats analogues avec niveau.

2. DESCRIPTION DETAILLEE DES RESULTATS DANS [Xuel8al

2.1. Champ de chtoucas et leur cohomologie. Soit / un ensemble fini. Com-
mencons par la définition du champ de chtoucas sans borne sur la position rela-
tive :

Définition 2.1. (champ de G-chtoucas) On note Chtg s le préchamp qui associe
a tout schéma S sur [F, le groupoide Cht¢ ;(S) qui classifie la donnée de

(i) z; € X(S) pour i€ I,

(ii) G un G-torseur sur X x S,

(iii) un isomorphisme ¢ : 9‘(XXS)\(U1-€1 r) = 79‘(XXS)\(UZ~€1 P ol on note
TG := (Idx x Frobg)*§ et on note I';, le graphe de z; : S — X dans X x S.
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Le préchamp des chtoucas a un "modéle local" comme suit :

Définition 2.2. (grassmannienne affine de Beilinson-Drinfeld, [BD99]) On note
Grg,r le préfaisceau qui associe a tout schéma S sur F, I'ensemble Grg /(S) qui
classifie la donnée de

(i) x; € X(S) pour i € I,

(ii) G-torseurs Gi,Gy sur I'y ooz, Ol on note I's oy, le voisinage formel de
Uies Iy dans X x S,

(iii) un isomorphisme ¢ : G; ou le sens

‘FZ oozi\(UiEI in) — 92 ’FZ oozi\(Uie] in)’
de I'isomorphisme sur I's~ oz, \ (U, I'z,) est le méme que dans [Laf12].

(iv) une trivialisation 6 : Go = G sur I's~ oy,

Définissons G comme le préfaisceau sur X7 qui classifie le groupe des auto-
morphismes du G-torseur trivial sur I'so,,. Notons [G10\Grg ;] le quotient au
sens des préchamps. Dans [Laf12|, V. Lafforgue a considéré un morphisme :

e¢: Chter —  [Gro\Grg)

donné par (¢ : § —7G) — (¢‘Fzmi : 9|onozi — T9|onozi) et il a montré que ce
morphisme est formellement lisse.

Soit W une représentation de GI. On peut définir un sous-schéma fermé Grerw
dans Grg s en bornant la position relative (iii) par W. En particulier, quand
est un singleton et W la représentation irréductible de G de plus haut poids A,
le sous-schéma fermé Grg ;w est adhérence dans Grg ; de (la globalisation sur
X de) la cellule de Schubert définie par A\. On peut généraliser cette définition a
tout I et WW.

Ensuite on définit le sous-champ fermé Chtg ;w de Chtg; comme I'image in-
verse de [Gro\Gre,rw] par le morphisme eg.

De plus, d’aprés I’équivalence de Satake géométrique dans [MV07|, on peut
associer fonctoriellement & tout W un faisceau pervers a coefficient dans Q, (a
décalage pres) et G p-équivariant sur Grg 7. On note ce faisceau pervers 8¢ 1w
Lorsque W est irréductible, 8¢ ;w est isomorphe au complexe d’intersection de
Gre,rw.

Comme le morphisme eg est formellement lisse, I'image inverse de 8¢ rw (vu
comme faisceau pervers sur [G;o\Grg]) par le morphisme €g est un faisceau
pervers (& décalage prés) sur Chte ;. On note ce faisceau pervers Fg rw. Lorsque
W est irréductible, T 1w est isomorphe au complexe d’intersection de Chtg r .

On consideére la cohomologie /-adique a support compact des champs de chtou-
cas comme dans |[Lafl2]. Pour cela, on considére la restriction de Chtg ;w sur
nl, un point générique géométrique de X7. Et on considére son quotient par =.
Le champ obtenu ChtG’ rwal /E est un champ algébrique de Deligne-Mumford
qui n’est pas nécessairement de type fini. Néanmoins, il est limite inductive des
sous-champs ouverts définis par les troncatures de Harder-Narasimhan, qui sont
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+
Gad)

<u
G I,Wal

Kéad est le réseau des copoids dominants du groupe adjoint de GG. Ainsi, pour tout

de type fini. On note ces sous-champs ouverts Cht /E pour p € A ol

entier j, on définit Hé’ ?’{;V comme le groupe de cohomologie & support compact

en degré j du faisceau pervers Fg ry restreint sur les Cht=# _ /Z. On définit

G,I,Wn!
j 3 ~7§
Hé,I,W = hﬂu Hé,I,IéV'
La cohomologie (-adique a support compact d’un champ de Deligne-Mumford
de type fini est de dimension finie. Donc H{ ;y, est la limite inductive de Q-

espaces vectoriels de dimension finie. Mais H{, ; ;; n’est pas nécessairement de
dimension finie.

2.2. Morphisme terme constant et cohomologie cuspidale. En appliquant
la définition 2.1 aux groupes P et M, on peut définir les champs Chtp; et Chty s

sur X'. Soit W une représentation de G'. Les morphismes G < P — M induisent
une correspondance au-dessus de X (ot Chtp sy est défini comme l'image inverse

de Chtg ;w par Chtpr — Chtg et Chtyyrw est défini en restreignant W de G!
a M7
(2.1) - Chtprw
/ ~
ChtG7]7W ChtM7]7W

\Xf/

Le morphisme 7 est de type fini. Ainsi on a un complexe mi*Fgw dans
Db(Chtys s w). Dailleurs, la définition dans la section 2.1 définit un faisceau per-
vers s rw sur Chtasrw.

Construction 2.3. On construit un morphisme de complexes dans
Dg(ChtMJ’[/V) .
mi Farw = Furw-

Pour cela, on utilise deux ingrédients :
(i) la compatibilité de Satake géométrique avec I'induction parabolique. Préci-
sément, pour la correspondance de grassmanniennes affines de Beilinson-Drinfeld :

0 70
Grgrw < Grprw — Gruw,

on a un isomorphisme canonique (& un décalage prés sur chaque composante
connexe)

Sarw = (WO)!(@'O)*SG,LW-
(ii) le diagramme commutatif au-dessus de X7 :

™

(22) ChtG7[7W <Z— ChtP,I,W ChtM7[7W

(Gro\Grerw] <— [Pro\Grprw] — [M;.0\Grarw]
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Ensuite, on considére la restriction du diagramme (2.1) au dessus de 7. Et on
considére les quotients par = :

(2.3) Cht +— Cht

Le champ Cht,, Wl /Z est un champ algébrique de Deligne-Mumford qui a

arwar /= prwt /15— Chty g yor /5

une infinité de composants connexes (on remarque que = est un réseau dans

Za(F)\Zc(A) mais pas un réseau dans Zy(F)\Zy(A)). On peut d’abord définir
le groupe de cohomologie (tronquée par p € /A\Zﬁd) composante par composante,
pour chaque composante connexe on fait la méme chose que pour G. Ensuite
on définit H JJWSI“ w comme la somme directe pour toutes les composants connexes,
complétée dans la direction du cone engendré par les coracines simples de G' moins

celles de M. Finalement on définit H7, ; ; = lilgu H .

D’apres [Var04|, le morphisme i : Chtp ;o7 /2 — Cht, ;07 /Z dans (2.3)
est propre. En appliquant la correspondance cohomologique & ce diagramme et
au morphisme de complexes de faisceaux m7*Fgrw — Furw, on obtient un
morphisme pour tout degré j :

Définition 2.4. A } A
Cg] P HE pw = Hyprwe
On l'appelle morphisme terme constant pour le parabolique P.

Définition 2.5. Pour tout j, on définit la cohomologie cuspidale comme :
'7 Py— P7 j
HETW = ﬂ Ker C7.
PCG

) ; J
C’est un sous-Qy-espace vectoriel de Hy, 1y .

2.3. Finitude de la cohomologie cuspidale comme espace vectoriel. Pour
montrer que la cohomologie cuspidale est de dimension finie, on montre d’abord la
contractibilité des fibres du morphisme de restriction de P & M pour les champs
de chtoucas restreints sur les strates assez profondes.

Pour W fixé, I'action de G o sur Grg 1w se factorise par un quotient qui est un
schéma en groupes de dimension fini noté G 4. On peut remplacer [Gro\Gre,rw]
par [G;4\Grg,w| dans le diagramme (2.2), de méme pour P et M. Notons

ChtMJ,W = ChtM,I,W X [PLd\Ger].
[M7,4\Graz,1]

Le diagramme commutatif (2.2) induit un morphisme de champs :
g - Chtp’[’W — 6\}1{]]\4’[71/1/.

On considére les strates de Harder-Narasimhan, c’est-a-dire les sous-champs

localement fermés ChtZ‘IL Wt /Z pour p € AJGrad. On dit qu’une strate est assez
bl ) 77]

profonde pour un parabolique P si u est assez loin des murs associés a P dans la

chambre de Weyl du groupe adjoint de G.
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Théoréme 2.6. (Enoncé géométrique) Les fibres du morphisme mq restreint sur
les strates de Harder-Narasimhan assez profondes (pour P) sont contractibles.

Précisément, on montre que chaque fibre de la restriction du morphisme 7, sur
les strates de Harder-Narasimhan assez profondes est un espace fibré de fibre un
groupe unipotent sur le champ classifiant d’un autre groupe unipotent.

Ensuite, d’aprés [Var04], la restriction du morphisme i dans le diagramme
(2.3) sur les strates assez profondes est un presque-isomorphisme (c’est-a-dire
schematique, fini, bijectif et universellement injectif). On montre que ce fait et
la contractibilité ci-dessus entrainent un isomorphisme pour le morphisme terme
constant restreint sur les strates assez profondes :

Proposition 2.7. (Enonce cohomologique) Pour tout j € Z, pour tout i € AGmd
assez loin des murs associés a P, le morphisme C 7 =" HE o — Hiy Dy qui
est la restriction du morphisme terme constant sur les groupes de cohomologie a

“w . .
support compact de Cht crwil /= et ChtM[W - /=, est un isomorphisme.

Finalement, on montre la finitude de la cohomologie cuspidale a I'aide de la
proposition suivante, qui est une conséquence de la proposition 2.7, grace a un
récurrence sur le rang semisimple de G.

Proposition 2.8. (i) Il existe py € Agad
'7 47§ j
HEGw C Im(HE T - HE ) . A
(i) I existe jiy € A, assez grand, tel que le morphisme Hé?{,[l, — HE
soit injectif.

assez grand, tel que

Comme le groupe de cohomologie a support compact d’'un champ de Deligne-
Mumford de type fini est de dimension fini, on déduit de (i) que Hg 757 est de
dimension finie.

2.4. Cohomologie Hecke-finie et cohomologie cuspidale. L’algebre de
Hecke C.(G(0O)\G(A)/G(0),Qy) agit sur HY ;y par la correspondance de
Hecke. On définit

Hipw' = {c € Hy 1y, dimg, C(G(O)\G(A)/G(0), Q) - ¢ < +oo}.

De méme, 'algébre de Hecke C.(M(O)\M (A)/M(Q0), Q,) agit sur H{Q,LW par
la correspondance de Hecke. De plus, on a un morphisme des algébres de Hecke :

Ce(GIO\G(A)/G(0), Q) = Ce(M(O)\M(A)/M (D), Q).

On vérifie que 'action de l'algébre de Hecke commute avec le morphisme terme

constant CG "/ et donc préserve la cohomologie cuspidale. Par conséquent, la fini-

Hf-rat
W est inclus dans HZ

tude de la cohomologie cuspidale implique que Hé:
On montre enfin que

- . . Hf-rat s
Proposition 2.9. L’inclusion HL S C HE W™ est une égalité.
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3. DESCRIPTION DETAILLEE DES RESULTATS DANS [Xuel8b]

3.1. Finitude de la cohomologie comme module sur une algébre de
Hecke. Le théoréeme 1.3 est une conséquence directe de la proposition suivante :

Proposition 3.1. ] existe uy € /A\Z,ad assez grand, tel que
j ‘7 S
H]G,I,W = Ao Hé,[,ll?/'

Cette proposition est une conséquence du lemme suivant.

Pour toute racine simple o de G, soit P le sous-groupe parabolique standard
avec quotient de Levi M tel que les racines simples de M sont les racines simples
de G sauf a.. Soit w le copoids fundamental qui est orthogonal & toutes les racines
autres que a. On note hS l'opérateur de Hecke dans 7, associé a la représen-

tation de plus haut poids w de G.

Lemme 3.2. Pour tout o, P et w comme ci-dessus, pour tout pu € K+ad assez
grand, le morphisme induit par U'opérateur de Hecke hG :

G . .
3, <ptd s prd <p M i, <ptatwdeg(v) 4 prd, <ptw deg(v)
HG,I,W HG,I,W HG,I,W /HG,I,W

est un isomorphisme.

La preuve de ce lemme utilise les propositions 2.7 et 2.8 (ii) pour se ramener
au morphisme induit par h< :
G . .
gy <pta g pri<p MS o prd <ptatwdeg(v) f prd, <ptwdeg(v)
Hyw Hyirw — Hyjpw /Hyriw :

Il est facile de vérifier que ceci est un isomorphisme.

3.2. Opérateurs d’excursion. On a noté n! le point générique de X! et on a
fixé un point géométrique n! au-dessus. On a une variante du lemme de Drinfeld :

Lemme 3.3. Soit A un anneau commutatif sur Q, engendré par un nombre fini
d’éléments. Soit M un A-module de type fini, muni d’une action A-linéaire de
Wl(nl,ﬁ) et d’une action de morphismes de Frobenius partiels compatibles entre
elles. Alors M est muni d’une action de Weil(n, 7)".

Appliquant ce lemme & A = 97, et M = H, JG W (ot on utilise le résultat que
Hé 1w est un G ,-module de type fini), on obtient une action de Weil(n, )l =
Weil(F/F)" sur HY, | .

On note A : X — X! le morphisme diagonal. Fixons un morphisme de
specialisation sp : nI — A(7). Il induit un homomorphisme de specialisation
sp* j{%WlA(ﬁ) — 9{§7W|n—1. Dans [Lafl2|, V. Lafforgue a montré que ce mor-
phisme est injectif. A 'aide du théoréme 1.3, on montre qu’il est aussi surjectif.

Construction 3.4. Soit I et W comme précédemment. Soit x € W et
¢ € W* invariants par l'action diagonale de G. Soit (7;)ic; € Weil(F/F)!. On
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construit un opérateur d’excursion S;wee (y)e; SUL Cc(BunG(Fq)/E,@) =
C(G(F)\G(A)/G(0)=, Q) comme le composé :

sp* 0

— =
CC(BHHG(Fq)/:7@£)—>J{?,W‘A(ﬁ) ~ J_CLWLTI

(vi)ier
eb *)—1
= =y € (sp™)
CC(BunG(Fq)/:‘7 @f) I — }C?,W ‘A(ﬁ) ~< }C%W},,TI
ot C% et €} sont définis dans [Laf12] definitions 5.1, 5.2 et (9.1).

La restriction de Srwa.e (), Ci-dessus sur CS™P(Bung(F,)/=, Q) coincide
avec celui défini dans [Laf12)].
Soit J un ensemble fini et V une représentation de G7. On construit aussi des

opérateurs d’excursion agissant sur HY, ; et H5GY.

Soit .# un idéal de codimension finie de J#;,. Soit B, l'algébre d’opéra-
teurs d’excursion agissant sur l’espace vectoriel quotient C.(Bung(F,)/=, Qy)/.# -
Ce(Bung(F,)/Z,Qy). On a un théoréme qui généralise le théoréme 0.1 de [Lafl2)].

Théoréme 3.5. On a une décomposition canonique de F5-modules :
C.(Bung(F,)/Z,Qy)/.7 - Co(Bung(F,) /=, Q) = @9,

ot la somme directe est indexée par des classes de @(@)—conjugaison de mor-
phismes o : Weil(F/F) — G(Qy) définis sur une extension finie de Qq, continus,
semi-simples and non ramifiés.

Cette décomposition est caractérisée par la propriété suivante : $, est
égal a [’espace propre généralisé $), associé au caractére v de By défini par

V(Svaxvgv(’yi)iGI) - <§7 (U(’YZ))ZEI ' l‘>
Elle est compatible avec lisomorphisme de Satake en toute place de X.

De plus, on montre que les opérateurs d’excursion commutent avec les mor-
phismes terme constant. Cela implique la compatibilité avec I'induction parabo-
lique de la décomposition ci-dessus.
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