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Exposé 11
LE CORPS DES PERIODES p—ADIQUES

par Jean-Marc Fontaine (avec un appendice par Pierre Colmez)

0. — Introduction
0.1. — Notations

Dans cet exposé, K est un corps, complet pour une valuation discrete,
a4 corps résiduel parfait k de caractéristique p > 0. On note W l'anneau
des vecteurs de Witt & coefficients dans k, Iy son corps des fractions, o le
Frobenius absolu opérant sur k, W et Ky. Si K est de caractéristique 0, on
pose e = [K : Ko

On note I une cldture séparable fixée de K et k son corps résiduel. On
pose G = Gal(K/K). On désigne par C le complété de K. On note O¢

resp. Ok, O+) 'anneau des entiers de C' (resp. K, I).
K
0.2. — Le plan de ce texte est le suivant :

— Au§ 1, on rappelle la définition de I'anneau B}, et de son corps des
fractions Byg (le “corps des périodes p-adiques”) introduits dans [Fo82a], § 2.
L’exposition differe de op. cit. en ce sens que I'on donne une caractérisation
de B, par une propriété universelle : cela nous amene a introduire (n° 1.1)
la notion d’épaississement pro—infinitésimal p-adique universel d’une algebre
séparée et complete pour la topologie p—adique et a montrer (n® 1.2 et 1.3)
son existence deés que le Frobenius est surjectif sur la réduction mod p.

On donne aussi (n° 1.4) une description de 'anneau quotient B}, /Fil?B},
a laide des O —différentielles de Kahler de O Celle—ci joue un role essentiel

dans Pappendice. Elle est aussi utile pour donner une construction élémentaire
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J-M. FONTAINE

des périodes p—adiques des variétés abéliennes (Fontaine-Messing, travail non
publié, voir aussi ’exposé de Wintenberger, [Exp. IX], dans ce volume).

Au n° 1.5, on explique comment les anneaux filtrés BIR et Byr se
construisent a partir de I’épaississement pro-infinitésimal universel p—adique
de Oc. On rappelle aussi la définition de l'anneau Byt des “périodes de

Hodge—Tate”, qui est le gradué associé a ’anneau filtré Bgg.

— Au §2, on rappelle la définition des anneaux A..;s (souvent noté
WPP(R)), B . et B, introduits dans [Fo83] et [FM87] : on définit ici B,

cris
comme solution d’un probléme universel : c’est ’anneau obtenu en rendant p
inversible dans le complété p—adique de ’épaississement a puissances divisées

universel de la W-algebre O¢.

— Au §3, on définit les anneaux B; et By a partir de Bt . et Bepis

cris
comme étant les anneaux obtenus en “agrandissant de facon universelle le

domaine de définition du logarithme”.

— Au §4, on explique comment B,,;s se plonge dans Bgr et comment
le choix d’un prolongement du logarithme p-adique usuel définit un plonge-

ment de By; dans Byg.

— Dans le §5, on donne quelques compléments sur la structure de

A.ris €t Beris. On en déduit, en particulier, 'exactitude de la suite
0— Qép — Beris rW.lgg}g — Bepris — 0

qui joue un role important dans les travaux de Bloch et Kato ([BK90]).

Enfin, dans I'appendice, Pierre Colmez montre que K est dense dans B;R

(cf. [C0o90]). Si 'on définit inductivement (’)g—;) pour 7 € N par (9%) = O et

(r) _ (r—1) _ 1
O = Ker(@F — 0 ® QO%_I)/OK), r>1,

le théoréme de Colmez permet d’identifier B, au séparé complété de X pour
I dR
la topologie obtenue en prenant comme systeme fondamental de voisinages de

a € K les ensembles de la forme a + p™ O%) , pour m,r € N.
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EXPOSE II : LE CORPS DES PERIODES P-ADIQUES

1. — Epaississements pro—infinitésimaux universels
1.1. — Généralités
Soient A un anneau et V une A-algebre.

1.1.1. — Un A-épaississement pro—infinitésimal de V est un couple
(D,0) formé d’une A-algébre D et d’un homomorphisme surjectif de A-
algebres

0p=60:D—V

tel que, si Ip = I désigne le noyau de 6, alors D est séparé et complet pour
la topologie I-adique.

Les A-épaississements pro-infinitésimaux de V forment une catégorie : un
morphisme

CYIDl—)DQ

est un homomorphisme des A-algebres sous—jacentes qui vérifie
0 D, = 0 D, O Q.

Si cette catégorie admet un objet initial, celui—ci est unique a isomorphisme
unique preés et s’appelle le A—épaississement pro—infinitésimal universel
de V.

1.1.2. — Si D est un A-épaississement pro—infinitésimal de V' et si Ip
est nilpotent, on dit que D est un A-épaississement infinitésimal de V';
si m est un entier tel que Ig’“ = 0, on dit que ’épaissement est d’ordre < m.

Pour tout m € N, les A—épaississements infinitésimaux d’ordre < m de
V forment une sous—catégorie pleine de celle des A-épaississements pro—
infinitésimaux. Si elle admet un objet initial, on l'appelle le A-épaississe-
ment infinitésimal universel d’ordre < m de V.

Bien siir, si le A—épaississement pro—infinitésimal universel D de V existe,
alors D/I3*! est un A-épaississement infinitésimal universel d’ordre < m

de V.

1.1.3. — Soit p un idéal de A et supposons V séparé et complet

pour la topologie p—adique. On définit de maniere évidente la notion de
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A—épaississement pro—infinitésimal (resp. infinitésimal d’ordre < m)
formel p—adique de V et les objets universels éventuels correspondants. Ces
notions ne dépendent que de la topologie définie par les puissances de p, et
non de l'idéal p lui-méme.

Bien siir, si D est un A—épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal
d’ordre < m) formel p-adique universel de V et si n € N, D/p"D est
un (A/p")-épaississement pro-infinitésimal (resp. infinitésimal d’ordre < m)

universel de V/p"V.

1.2. — Existence d’épaississements pro—infinitésimaux formels

p—adiques universels

1.2.1. THEOREME. — Soient A un anneau et V une A-algébre séparée et
compléte pour la topologie p-adique. On suppose que, pour tout a € V, il existe
z,y € V tels que a = zP + py. Alors Panneau V admet un A—épaississement

pro—infinitésimal formel p—adique universel.

Démonstration : Nous allons construire (n® 1.2.2) un A-épaississement pro-—
infinitésimal formel p-adique Aj,;(V/A) de V et montrer (n° 1.2.3) que cet

anneau convient.

1.2.2. — Soient V = V/pV et Ry la limite projective du diagramme

Ve VeV oo Vo e

les applications de transition étant ’élévation a la puissance p.

Un élément x € Ry peut donc étre considéré comme une suite (Zn)neN
déléments de V vérifiant z} | = z,, pour tout n. Si, pour un tel z, on choisit,
pour tout n, un relevement z,, de dans V, alors, pour tout m € N, la suite
des ifl:m converge pour n —— 400 vers un élément (™ € V qui ne dépend

pas du choix des relevements. L’application
L (x(m))meN

définit une bijection de Ry sur ensemble des familles (2(™))en d’éléments

de V vérifiant (z{mTD)P = 2{™) pour tout m; et nous 'utilisons pour identifier
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EXPOSE II : LE CORPS DES PERIODES P-ADIQUES

Ry a1’ensemble de telles familles. Si z = (2(™) men, ¥ = (4™ )men € Ry, on
azy = (2y™) en et 24y = (2™)en avec 2(M) = im0 (2™ 4
y(mHm) )"

Soit W (Ry) lanneau des vecteurs de Witt a coefficients dans Ry . Pour

tout * € Ry, on note
[z] = (,0,0,...,0,...) € W(Ry)

son représentant de Teichmiiller dans W(Ry ).
On voit que Ry est un anneau parfait (i.e. le Frobenius z —— 2 est un

automorphisme) et que W(Ry) est séparé et complet pour la topologie p—

adique.
On note
:W(Ry)—V
Iapplication qui envoie (zg,Z1,...,%n,...) SUr Ep”a:%n).

On vérifie que # est un homomorphisme surjectif d’anneaux. On note encore
0: ARz W(Rv) —V

I’homomorphisme de A-algébres déduit par extension des scalaires.

Notons Aint(V/A) le séparé complété de A ®z W (Ry) pour la topologie
définie par I'idéal engendré par p et le noyau de 6 (et encore 6 : Ajps(V/A) —
V D'application induite).

Comme Ainf(V/A) et les Aijn(V/A)/(Ker 9)™t! sont séparés et complets
pour la topologie p-adique, Aj,¢(V/A) a une structure de A-épaississement

pro—infinitésimal formel p-adique de V.

1.2.3. — Il reste & vérifier que A;,;(V/A) est universel. Pour cela,
considérons un A—épaississement pro-infinitésimal formel p-adique (D,8p)
de V. Prouver ’existence et 'unicité d’un morphisme de A-épaississements
pro-infinitésimaux formels p-adiques de Ajn¢(V/A) dans D revient a vérifier

Pexistence et I'unicité d’'un homomorphisme continu d’anneaux p—adiques

a:W(Ry)— D
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J.-M. FONTAINE

tel que fpoa = 0.

Si Ip désigne le noyau de 8p et si Ity = Ip + pD, 'anneau D est séparé et
complet poﬁr la topologie I'h—adique.

Soit z € Ry. Pour tout m € N, choisissons un relevement &, dans D de
(™ ¢ V. Comme £, = &m mod Ip, donc a fortiori mod I}, la suite des
P tend vers une limite p(z) dans D indépendante du choix des relevements.

On voit que 'on doit avoir
a([z]) = p(z), pour tout = € Ry.

L’unicité de « est alors claire, car il faut

n

o((T0y T1s- v vy Tnye ) = vptp(af )

et Dexistence résulte de ce que Iapplication o ainsi définie est bien un

homomorphisme continu qui commute aux applications 6.

1.2.4. — Remarques : Soient V comme dans le théoreme et V = V/pV.

a) L’application évidente de Ry dans Ry est un isomorphisme.

b) On voit que le A—épaississement pro—infinitésimal formel p—adique
de V ne dépend que de V i.e. Phomomorphisme naturel de Aing(V/A) dans
Aint(V/A) est un isomorphisme. La filtration naturelle de Ain(V/A) (par les
puissances de I'idéal noyau de 6) en revanche dépend en général du choix du
relevement V de V.

¢) Supposons que A soit une W-algebre (ot, rappelons-le, W =
W (k)). L’application de k dans Ry, qui a € associe (™) eN, o1t e(m) désigne
I'image dans V du représentant de Teichmiiller dans W de gP” ", permet
Qidentifier k & un sous—anneau de Ry. L’anneau W(Ry) devient une W-
algebre, 'application

6:W(Ry)—V
ost W-linéaire et s’étend en une application A-linéaire

0:Aow W(Ry) — V,

ce qui fait que Aint(V/A) s’identific au séparé complété de A®w W(Ry) pour

la topologie définie par I'idéal engendré par p et le noyau de 0.
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d) Supposons que V soit tel que le noyau Ker f de 'endomorphisme
de Frobenius (élévation & la puissance p) soit un idéal de type fini et
soient 71,Zs,...,z, des éléments de Ry tels que les images des :cgl) dans
V engendrent Ker f. Si I désigne l'idéal de Ry engendré par les x;, on voit
que Ry est séparé et complet pour la topologie I-adique et que I est le noyau
de la projection naturelle de Ry sur V (i.e. 'application z — 2(©)). En
particulier, pour tout corps parfait k contenue dans V, Ry = R+ s’identifie a
Aint(V/E).

¢) On déduit facilement des remarques c) et d) que, si W est comme
ci-dessus, alors, lorsque Ker f est de type fini sur V et lorsque A = W (resp.

I’anneau des entiers d'une extension finie totalement ramifiée du corps des

fractions de W), Panneau A, (V/A) s’identifie a W(Ry ) (resp. A@w W(Ry)).

f) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : de fagon précise,
soient A un quotient de W ou de Ok (avec W et Ok comme ci—dessus) par un
idéal non trivial, Y = SpecA, Y;,, le petit site syntomique de ¥’ (cf. [FM87],
I, n° 1) et Oy le faisceau structural (si U est un schéma, syntomique sur Y,
on a donc Oy (U) = I'(U, Oy)). Alors, pour tout m € N, on peut définir un
faisceau Oy’; ¢ de A-algebres sur Yy, ,,, muni d’'un épimorphisme de faisceaux
de A—-algebres

0 : O%nf —s Oy ,
dont le noyau a sa puissance (m + 1)-ieme nulle et qui est universel pour ces
propriétés. En outre, si V est une A-algebre, limite inductive de A—algebres
syntomiques, telle que 1’élévation a la puissance p soit surjective sur V/pV, le
A—épaissement infinitésimal universel d’ordre < m de V s’identifie a la limite

inductive des Oﬁinf(S ), pour S parcourant les A-algebres syntomiques dont

V est la limite inductive.

1.3. — Le cas de ’anneau des entiers d’un corps local

Dans toute la suite de ce paragraphe, les hypotheses et notations sont

celles du n® 0.1.

1.3.1. — Nous posons R = Rp,.. Si v est une valuation de K, et si I’'on
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note encore v son unique prolongement a C, on obtient une valuation vg de
R en posant

vR((2™) men) = v(z'?) .

Il est facile de voir qué le corps des fractions de R est un corps complet

pour cette valuation, algébriquement clos et que R est I’anneau de ses entiers.
1.3.2. — Si K est de caractéristique p, I’application
z — 20

définit un isomorphisme de R sur O¢ compatible avec la valuation.

En outre, Aj,i(Oc/A) s'identifie & R, donc aussi a Oc¢, si A = k ou Ok et
aW(R) (ou W(Oc¢))si A=W.

1.3.3. — Dans toute la fin du §1, on suppose que I{ est de car-
actéristique 0.

S’il n’y a pas de risque de confusion, on écrit Aj,r au lieu de Aint(Oc/Ok)
(qui s’identifie - cf. la remarque (¢) dun®1.2.4 - a Wo, (R) := Ox@w W(R)).
Pour tout m € N, on note Fil™A;,; la puissance m-iéme du noyau de

0 : A — Oc et, pour tout m € N,
m o= A™(Oc/OK) = At /Fil™ ! Ainy

le Ox—épaississement infinitésimal formel p-adique universel d’ordre < m

de O¢.

1.4. — Epaississement du 1° ordre et différentielles de Kahler
1.4.1. — Fixons quelques notations : Pour tout groupe abélien I', on
note T,(T) le Z,~module Hom(@Q,/Z,,T") et on pose V,(I') = Q, ®z, T,(T).
Le Z,-module Z,(1) = TP(F*) est libre de rang 1; pour tout Z,-module M,
on pose M(1) =M @z, Z,(1).
1.4.2. — Notons 2 = Q%D—/(_’) ; le module des différentielles de KKahler de
KIS

O relatives a Oy .
Rappelons ([Fo82b], thm. 1’) que © est un O -module de p-torsion, p-

divisible. Soient Iy le corps des fractions de W(k), Dy, la différente ce
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'extension K/Ky, € = (e™)nen un générateur de Z,(1) (autrement dit,
pour tout m € N, (e(™m+1)? = (™) et £(1) est une racine primitive p-iéme de
'unité dans K). Alors, si a est I'idéal fractionnaire de O inverse de I'idéal

engendré par (¢(1) —1)-D K/Koy»> OD & une suite exacte
0—a(l) —K(1) —Q—0

ot Papplication de K (1) dans € est celle qui, & p~™a ® ¢, avec m € N et
a € O, associe

a - dioge™ = a - del™ [e™

Ceci permet d’identifier Q a (K /a)(1) (= (C/a)(1), si a désigne ’adhérence
de a dans C), T,(Q) a a(1) et V,(R2) a C(1).

1.4.3. PROPOSITION. — Sotent O le sous—anneau de O+ noyau de
K K y

d: Cj?? e (2 s

/

! ¢ le séparé complété de (9’1T pour la topologie p—adique et

Ol : A:nf — OC’

Uapplication déduite, par passage auz séparés complétés, de l'inclusion de (9%
dans Of. Alors A ;, muni de 0', est un Ok —épaississement infinitésimal

inf>’

universel du premier ordre de O¢.

Autrement dit, il existe un unique O x—~homomorphisme 3 de 'anneau A; ;

construit au n° 1.3.3 dans Al ., tel que § =0’ o 3 et cet homomorphisme est

un isomorphisme.
1.4.4. — Commengons par vérifier que A{ ; est bien un Og—épaississe-

ment infinitésimal du premier ordre de O¢ :

LEMME. — Les applications d : O — Q et 0 : Al ; — Oc sont

surjectives et le noyau de 0’ est un idéal de carré nul qui s’tdentifie a

TP(Q) = 5(1)-
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Preuve : Soient a,b € Of. Montrons qu’il existe ¢ € O tel que dc = a-db:
choisissons des entiers r,s > 0 tels que p"da = p°db = 0, ainsi que
z € Of solution de 2?7 + p'z = b; on a p"(1 +p5:vpr+s‘1)dx = db, d’ou
prdz = (1+pta?’ 1) 71db = db et

a-db=pa-dz=d(paz),

puisque d(p"a) = p"da = 0.

On a donc une suite exacte courte
0——»(911‘—,—407‘.—7——+Q———>0.

Si, pour tout groupe abélien T et pour tout n € N, on pose r, =I/p"T,

on obtient une autre suite exacte courte
/
0— Qpn — OTf,n — (973’” —s 0

qui fait de (’)-’I? _une O n—algebre extension de O, par un idéal de carré

nul identifié & Qp». En passant 3 la limite sur n, on obtient alors la suite

exacte courte

0 — Tp(Q) — Afyy — Oc — 0.

1.4.5. LEMME. — Soient L une extension algébrique de I et B une Ok -

algébre, extension de Or par un idéal J de carré nul. Alors la suite
1 1
0— J—0r®B g0, Qo, 10 0
est ezxacte.

Preuve : 11 s’agit de vérifier I’injectivité de I’application canonique de J dans
O ® Ng o il est clair que l'on peut supposer l’extension L/K finie.

Soit @ un élément de O qui engendre O en tant que O j—algebre (un tel
élément existe, cf. [Se68], chap. III). Si P désigne le polynome minimal de a
sur I, O s’identifie au quotient O x[X]/(P(X)). Soient @ un relevement de
a dans B et b= P(a) € J.
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Soit B = J @ Og[X], vue comme une Ox—algebre, extension (triviale)
de Og[X] par I'idéal de carré nul J (vu comme un Og[X]-module via la
projection de Ok [X] sur Op). Alors B s’identifie au quotient de B par idéal
engendré par (—b, P(X)).

On a Ok[X]® Ok /0, = J & Ox[X]-dX et O @ V)0, = J ® OLdX,
somme directe de J et du Or-module libre de rang 1 de base dX = 1 ® dX.

Enfin, O ® Q}B JOx est le quotient de J @ OrdX par le sous—Or—module
M engendré par (—b, P'(a)dX). Comme P’(a) # 0 et comme O est intégre,
’homomorphisme de J dans (J @ OrdX)/M est bien injectif.

1.4.6. — Fin de la preuve de la proposition 1.4.3. : Il reste a
démontrer que, si (S,60s) est un Og—épaississement infinitésimal du premier
ordre de O, il existe un et un seul homomorphisme continu de O —algebres

a:Al s — S,
tel que §' = 605 o a.

Notons Dy (resp. Sy) I'image inverse de O par 6’ (resp. fs). Il est clair
qu’il suffit de vérifier qu’il existe un unique homomorphisme de Ox-algebres
af: Dy — S tel que 8/ = 5 0 ay (ot I'on a encore désigné par s et ¢’

leurs restrictions & Sy et Dy).

Unicité : Si ay et o/, sont deux telles applications, on a
oy =as+600y,

ol 8 est une O g—dérivation de O dans I = ker fg; comme () est divisible et
I est séparé pour la topologie p—adique, on a 6 = 0.

Existence : Comme (9’1T est dense dans A{ ;, donc a fortiori dans Dy, il

suffit de montrer 'existence d’une application
.
ap Of — Sy
telle que fs o oy soit I'identité sur OIIT'
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On a un diagramme commutatif :

0 — J — Sy ———)(QT——»O

I l l

O — J — O'I?@)ng/ok — O — 0

dont les lignes sont exactes grace au lemme précédent. On en déduit que
tout @ € O a un unique relevement ap(a) € Sy tel que 1 ® dag(a) = 0
(dans O ® Qfgf /OK)' L’unicité de ce relevement implique que op est un

homomorphisme de Of—algebres.

1.4.7. — Remarque : Soit A = C(1) ® O = V() ® O, vu comme
O —algebre, extension triviale de O par un idéal de carré nul identifié a
Vp(Q).

On voit que V,(Q2) peut s’identifier au O module des w = (Wn)neN, avec
Wy, € Q) et pwpy1 = Wn. Soit alors Ag le sous—anneau de A formé des (w,a)
tels que wo = da.

On a une suite exacte
0— T,(Q) — Ag — O — 0,

qui fait du séparé complété Ao de Ao pour la topologie p-adique un Ok—
épaississement infinitésimal du premier ordre de O¢. On en déduit un homo-

!

! ¢ dans Ao dont on voit tout de suite que c’est un

morphisme de Al = A

isomorphisme et qu'’il identifie Dy et M. Ceci implique en particulier

i) que O ® Qbf 10k s’identifie a V,(Q) = C(1) (via la dérivation de
D; = Ao dans V,(Q2) qui envoie (w,a) sur w);

ii) que I'extension
0 — Vy(Q) — Dyl1/pl — K — 0

est scindée; en particulier, T gidentifie & un sous—corps de Dy[1/p], donc a
fortiori de Al ¢[1/p].
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1.4.8. — Autres remarques : a) Les constructions ci-dessus s’étendent
a des situations plus générales (cf. [Exp. IX], § 1).
b) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser, moyennant quel-
ques précautions : par exemple, si X est un schéma syntomique sur O, a
fibre générique lisse et si X, _4 désigne le petit site syntomique—étale de
X (cf. [FM87], un morphisme U — V de X-schémas est “syntomique-
étale” §'il est syntomique et s’il devient étale lorsque l’on rend p inversible),
alors les différentielles de Kéhler relatives Q,x (par définition, I'(U, 2, x) =
I'(U,Qu/ x ), pour tout schéma U syntomique—étale sur X ) forment un faisceau
de ©x—modules sur ce site. C’est un faisceau de p—torsion, p—divisible et la
différentiation

d:OX—?Q/X

est un épimorphisme de faisceaux. Si 7 est une uniformisante de Ok, si 'on
note O’ le faisceau (de I'(X, Ox)-algébres) qui est le noyau de d, si n € N, et
si A =T(X,0x)/n"T'(X,0Ox), alors le faisceau conoyau de la mutiplication
par 7" dans O est un A-épaississement infinitésimal du premier ordre du

faisceau conoyau de la multiplication par 7™ dans Ox.

1.5. — Les anneaux BIR, Bir, BI‘*;,T et Byr

1.5.1. — Soit Ainr.x = K ®o, Ainf = Ainf[]./p]. L’application 0 :

Ainf — O¢ s’étend de manieére unique en un homomorphisme de K-algebres
8 : Aing,x — C

qui est surjectif. Son noyau Jg est un idéal principal maximal. Comme dans
[Fo82a], n° 2.8, on note B}, le séparé complété de Aj,¢ i pour la topologie

Jr—adique.

1.5.2. L’anneau B;’R est un anneau de valuation discréte, complet,
contenant Aj,r g comme sous—anneau dense et dont I'idéal maximal est
Padhérence J g de Jg dans Aj,r . Son corps résiduel B;R [Tk = At i/ JK
s’identifie & C. Pour tout entier m > 0, BJ,/(Jx)™*! s’identifie & AT [ =
K ®0, A" = A™[1/p], o, rappelons-le, AT désigne le O —épaississement

infinitésimal formel p-adique universel d’ordre < m de Oc¢.
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1.5.3. — Ona
Bji—R = ﬁr_n_Airgf,K .

Si, au lieu de munir chaque Af}; - de la topologie discréte, on le munit de
la topologie induite par la topologie p-adique sur AT (topologie pour laquelle
A, est séparée et complet), la topologie limite projective ainsi obtenue sur
Bt +» est moins fine que sa topologie d’anneau de valuation discrete ; nous

'appelons la topologie canonique.

1.5.4. —  On dispose d’un plongement naturel v de Z,(1) dans le
groupe multiplicatif de Ajnt que I’on peut décrire de (au moins) deux manieres
différentes : soit € = (€n)nen (avec en € Oc, €0 =1, el .1 = €n) un élément
de Z,(1) :

i) si, pour tout n, a, est un relevement de ¢, dans Aj.¢, la suite

aP” converge dans Ajys vers un élément v(e) indépendant des choix des

relevements;
ii) si l’on identifie Aint & Wo, (R) = Ok @w W (R), on peut identifier
¢ & un élément de R (en posant ™ = &,) et l'on a v(e) = 1Q [¢g] (ol

€] = (,0,...,0,...)).

Pour tout & € Z,(1), on a §(v(¢)) = 1 et la série

log(v(e)) = »_(-1)"" - (v(e) = 1)"/n

n>1
converge dans l'idéal maximal de B}y, L’application

e — log(v(e))

est un homomorphisme injectif et on 1'utilise pour identifier Z,(1) & un
sous—groupe du groupe additif de B,

Dans [Fo82a], on démontre par un calcul explicite un peu pénible
(prop. 2.17) qu’un élément non nul de Z,(1) est une uniformisante de Bl ie.
n’est pas contenu dans le carré de I'idéal maximal de B 4. Cela peut se voir
directement en remarquant que, si Pon utilise la description de Al . = A{;

donnée au n° 1.4, alors le noyau de la projection de Ainf, g sur C's 'identifie a
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V,(Q) et Pimage de ¢ dans V,,() est (5" - den)nen qui est un générateur de

ce C—espace vectoriel de dimension 1.

1.5.5. — Rappelons enfin que 'on définit Byp comme étant le corps des
fractions de Bj[R. Comme n’importe quel corps muni d’une valuation discrete,
il est muni d’une filtration naturelle décroissante indexée par Z : si vgg désigne

la valuation de Bgg normalisée par var(Bjp) = Z, on a
Fil™Bgg = {b € Byr|vsr(b) > m}, pour tout m € Z

(en particulier F il"Byr = BIR et Fil' Byg est son idéal maximal).
Rappelons que, pour tout m € N, on note Z,(m) la m—ieme puissance
tensorielle du Z,-module Z,(1) et Z,(—m) son dual; rappelons aussi que si
M est un Z,~module et si m € Z, on pose M(m) = M ®z, Zp(m).
Il résulte alors du n° précédent que, pour tout m € Z, gr™Bar(=
Fil™Byg/Fil™t1B,g) s’identifie & C(m). Autrement dit, l'algébre graduée

associée a l'algebre filtrée B,p s’identifie a I'algebre
Bur = ®mezC(m) = C[t,17']

anneau des polynoémes de Laurent en ¢, si t est n’importe quel élément non
nul de Z,(1) (ici HT signifie Hodge-Tate).

1.5.6. — La construction de Bgp est fonctorielle. De facon précise,
donnons—nous deux corps K et L de caractéristique 0, complet pour une
valuation discrete, & corps résiduel parfait de caractéristique p, des clotures
algébriques K de K et L de L et un homomorphisme continu v : K — L
envoyant K sur un sous—corps fermé de L. Alors, avec des conventions

évidentes, v induit un homomorphisme continu
BdR(I/) : BdR(I(,F) — BdR(L,_E) ,

qui est “non ramifié”, au sens que l'image d’une uniformisante du premier
corps est une uniformisante du second, et qui, sur les corps résiduels, n’est
autre que le plongement du complété de K dans le complété de L induit par

v. Par conséquent Byg(v) est un isomorphisme si et seulement si v induit un

73



J-M. FONTAINE

isomorphisme du complété de I sur celui de L, ce qui équivaut a dire que
la fermeture algébrique de v(K) dans L est dense dans L, ou encore que V
induit un isomorphisme du corps résiduel de L sur celui de I, ou encore que
le corps résiduel de L est algébrique sur celui de K.

En particulier, on ne change pas Byg si Pon remplace I{ par un sous—cOIps
fermé de C contenant K pour lequel la valuation est encore discrete, ce que

’on peut traduire en disant que By “dépend de C mais non de K.

1.5.7. — Par fonctorialité, G = Gal(K/K) opére continuement sur Bar
(et action induite sur le gradué associé est 'action naturelle).

Sij€eZ,j €N et H estun sous—groupe ouvert de G, on a

—H .. . .
Iif sit<0<1+4+)

(FiliBHT/Fili'HBHT)H: (FilinR/Fili-*-deR)H:{ .
0  sinon,

cela est immédiat, par récurrence sur j, & partir de la description des

H"(H,C(s)) due a Tate ([Ta67], Thm. 1 et 2). En particulier, on a (Ag}f’K)H =

—H . . ..
I, pour tout entier m > 1, et, par passage a la limite,

—H
(BE) " = (Bar)? = (Bip)" = (Bar)" = K
Il en résulte que BET, Bur, Bj[R et Byg sont en fait des I{ -algebres.

1.5.8. — Remarques : a) Bien sur, B}'}T et Byr sont méme des C-

algebres; on sait par ailleurs qu’il existe une section
. +

de la projection 6 : B('I"R — C; on peut vérifier qu’il n’est pas possible de
choisir s continue (pour la topologie p-adique sur C et la topologie canonique
sur B, il n’existe déja pas de section continue de C sur Ailnf,K) et que 'on

ne peut pas non plus choisir s commutant a 1’action de G.
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b) On renvoie & Faltings ([Fa89]) et & Wintenberger ([Exp. IX], §1)

pour une définition de Byg dans un contexte plus général.

2. — Pd-épaississements universels : ’anneau Bg’m
2.1. — Généralités
2.1.1. —  Rappelons que, si D est un anneau, un pd-idéal J de B

est un idéal muni de puissances divisées, i.e. d’une famille v = (Ym)meN=
d’applications de J dans lui-méme vérifiant les propriétés que l’on obtient en
pensant que, “moralement” v, (z) = ™ /m! (cf. par exemple, [BOJ, § 3, pour
un énoncé précis et pour plus de détails sur les puissances divisées); il est

commode de poser yo(z) = 1, pour tout x € J.

2.1.2. — Soient A un anneau, p = (7) un idéal principal de A muni de
puissances divisées et V une A-algebre.

Un A—épaississement & puissances divisées p—adique de V', ou encore un A—
pd—épaississement m—adique de V est la donnée d’un triplet formé d’une
A-algébre D, d’un homomorphisme surjectif de A-algébres 6 : D — V et
d’une structure y de pd-idéal sur le noyau de 6, compatible avec les puissances

divisées v* de p, i.e. telle que, si a € D vérifie ar € J, alors
Ym(aw) = a™ -~¥ (7), pour tout m €N .

Les A—pd—épaississements m—adiques de V' forment, de maniere évidente,
une catégorie. Si cette catégorie admet un objet initial, celui—ci est unique
4 isomorphisme unique pres et s’appelle le A—pd-épaississement 7-adique
universel de V.

Si V est séparé et complet pour la topologie p—adique, un A-pd—épaississe-
ment formel 7—adique de V est un A—pd—épaississement 7-adique de V' qui
est séparé et complet pour la topologie p—adique. Ici encore, on a une notion
évidente d’objet universel.

Bien siir, si D est un A-pd—épaississement formel 7—adique universel de V/
et sin € N, D/7"D est un (A/p™)-pd—épaississement m—adique universel de

V/m"V.
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2.2. — Existence de pd—épaississements formels p—adiques uni-
versels
9.9.1. THEOREME. — Soient A un anneau et V une A—algébre séparée et

compléte pour la topologie p-adique. On suppose que, pour tout a € V, il existe
z,y €V tels que a = P +py. Alors Uanneau V admet un A—pd—épaississement

formel p-adique universel.
2.9.2. — Preuve : Soient Ry, W(Ry) et
: ARz W(Rv) —V

comme au n° 1.2.2. Notons Acris (V/A) le séparé complété pour la topologie
p-adique de l’enveloppe & puissances divisées de A ®z W (Rv), relativement
3 I'idéal noyau de 6, compatibles avec les puissances divisees canoniques sur

’idéal engendré par p; notons encore
0: Aeris(V/A) —V

’application induite.

Il est clair que Acris(V/A) est un A-pd—épaississement formel p-adique de
V et nous allons montrer qu’il est universel.

La démonstration est essentiellement la méme que dans le cas.pro-
infinitésimal. De fagon précise, soit (D,6p,v) un autre A-pd—épaississement
formel p-adique de V. Prouver 'existence et I'unicité d’un morphisme de A-
pd—épaississements formels p-adiques de Acris (V/A) dans D revient a vérifier

Iexistence et I'unicité d'un homomorphisme continu d’anneaux p—adiques
a:W(Ry) — D

tel que Op o @ = 6 (car un tel morphisme gétend de fagon unique en
un morphisme de A-algebres de A ®z W(Ry) dans D, puis en un pd-
homomorphisme continu de Agris(V/A) dans D).

Soit alors Jp le noyau de 0p. Sidy,ds €D vérifient d; = do mod JJp, on

adf =dj mod pJp. Il en résulte que, si © € Ry et si, pour tout m € N, on

76




EXPOSE II : LE CORPS DES PERIODES P-ADIQUES

choisit un relévement &, dans D de z(™) € V, la suite des §§nm tend vers une
limite p(x) dans D indépendante du choix des relévements. On voit que l'on
doit avoir

a([z]) = p(z), pour tout x € Ry .

L’unicité de o est alors claire, car il faut

-

a((20, 1y Tn,...)) = Bp"p(ah )

et Pexistence résulte de ce que lapplication « ainsi définie est bien un

homomorphisme continu qui commute aux applications 6.

2.2.3. — Remarques : a) Dans la suite, on note Ac.is(V/A) le A-pd-

épaississement formel p—adique universel de V.

b) Cette construction est fonctorielle. En outre A.r;s(V/A) ne dépend
que de la réduction modulo p de V, ie. si V = V/pV, ’homomorphisme
évident A.ris(V/A) — Acris (V/A) est un isomorphisme.

c¢) Dans le cas oil 'anneau A considéré ci-dessus est 'anneau W des
vecteurs de Witt & coefficients dans le corps parfait k (resp. anneau O
des entiers d’une extension finie totalement ramifiée du corps des fractions de
W), on voit que A..is(V/A) s’identifie & ’enveloppe a puissances divisées de
W (Ry) (resp. Wo, (Rv) = Og ®w W(Ry)) relativement a I'idéal noyau de
6, compatibles avec les puissances divisées canoniques sur I'idéal engendré par
.

d) Si A = W, on écrit A.is(V) au lieu de Acpis(V/W); c’est une
W-algebre et le Frobenius absolu z —— z? sur V induit par fonctorialité
un endomorphisme ¢ de I'anneau Aepis(V) = Aeris(V); on voit que ¢ est
semi-linéaire par rapport au Frobenius absolu agissant sur W.

e) Ces constructions peuvent aussi se faisceautiser : dans le cas ou

A =W, ceci est fait dans [FM87], part II.

2.3. — Les anneaux Bjm-s et B.ris

On reprend les notations du n° 1. On note

Acris = Acris (OC)
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le W-pd—épaississement formel p-adique universel de O¢ et
6 : Acris — OC
I’homomorphisme canonique.

2.3.1. — On note Ko le corps des fractions de W et on pose

B+ = Qp ®Zp Acris = I(O Qw Acris-

cris

Clest donc une Ko-algébre, sur laquelle opere le Frobenius ¢ (semi-
linéairement par rapport au Frobenius absolu o agissant sur Kj). Par fonc-
torialité, on a aussi une action linéaire de G = Gal(I{/K) qui commute a

P’action de ¢.

2.3.2. — Si K est de caractéristique p, R = Ro. s'identifie a Oc
(n° 1.3.2), on a Aris = W(R) = W(O¢) (car le noyau de la projection de
W (R) sur Oc est le pd-idéal engendré par p) et BE.. =W(Oc)[1/pl.

cris

2.3.3. — Si K est de caractéristique 0, W(R) est un anneau integre et

le noyau de

g: W(R) — Oc

est un idéal principal (un élément (2o, X1, Zn,-- .) du noyau de 6 est un
générateur si et seulement si x, est une unité). Si € est un générateur de cet
idéal, Acris (qui est I'anneau noté W PP (R) dans [Fo83]) sidentifie au séparé
complété pour la topologie p-adique de la sous-W (R)-algebre de W (R)[1/p]
engendrée par les 7, (§) = £™/m! et BY.. = Acis[1/p].

2.3.4. — Supposons encore I de caractéristique 0. On a vu au n°
9.4 comment on pouvait identifier Z,(1) a un sous-groupe additif de B;’R.
La méme construction [i.e. 'application ¢ = (e(™)pen +—— log(v(e)) ou

u(e) = [£] € W(R) C Acpis et log(v(e)) = X (=1)" - (v(e) = 1" /n)

n>1
permet d’identifier Z,(1) & un sous-groupe (et méme un sous—Z,-module)

du groupe additif de Acris. Si t est un générateur de Z,(1) C Acpis, O POSE
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Beris = BY . [1/t] (indépendant du choix de t). Comme ¢ appartient au pd-
idéal de A.,is qui est le noyau de §, on a t? € pA.,;s (par un calcul plus précis,
on peut vérifier que tP~! € pA ;) et on a aussi Beris = Acris[1/t].

On voit en outre que @t = pt. Ceci permet d’étendre le Frobenius a Beris

en posant ot~ = p~1itL.

3. — L’anneau By

Dans toute la suite de cet exposé, on conserve les hypothéses et notations
qui précédent ; en particulier, on suppose toujours K de caractéristique 0.

3.1. — Construction de B;’; et By

3.1.1. — Pour tout groupe commutatif ', on pose V() =
Hom(Z[1/p],T). Si I'on note I' multiplicativement, V(;)(I') s’identifie a I'en-
semble des (z(™),en avec (™ € T vérifiant (z("+1)? = 2(™). On a une suite

exacte

0 — T,(I) — V(D) — T,

ou T,(T) est le Z,~module Hom(Q,/Z,,T). Si ' est p—divisible, I'application
Vip)(I') — T est surjective; si de plus I est sans p—torsion, cette application

est un isomorphisme.

3.1.2. —  Pour tout anneau V, soit V* le groupe de ses unités. Si
R** (resp. O5T) désigne le sous—groupe de R* (resp. Of) formé des unités

congrues a 1 modulo Iidéal maximal, on a des identifications naturelles

Ot =F x Og*, R*=F x R, V,)(0¢) = R, Vip)(C7) = (Fr R)"

ott Fr R désigne le corps des fractions de R. Si v est une valuation de C' et si

vg est la valuation de Fr R qui lui est naturellement associée (cf. n® 1.3.1),

79



J.-M. FONTAINE

on a un diagramme commutatif

dont les lignes et les colonnes sont exactes.

3.1.3. — Pour tout y € R, on note [y] € W(R) (C Aeris C B},,) son

représentant de Teichmiiller.
Soit z =14y € R**. Pour n > 0, [y]"/n € Acris, et la suite [y]™/n tend

p-adiquement vers 0. La série

D (=)™ /n

n>0

converge donc vers un élément A\(z) € B, . L’application

. p*t +
AR - Bcris

est un homomorphisme injectif que 'on étend a R* en posant A(z) = 0, si

zek .
3.1.4. — Considérons les couples (S, Ag) ot S est une B}, —algébre et

As: (Fr R)* — S
est un homomorphisme qui prolonge A. Avec une définition évidente pour les

fleches, ces couples forment une catégorie. Il est clair que celle—ci a un objet
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initial, unique & isomorphisme unique pres. On note B, 1a B . —algebre ainsi

obtenue et
\: (Fr R)* — B},

I’homomorphisme correspondant.

3.1.5. — On a donc

BY, = Sym((Fr R)*) @sym(r+) Biis -

En fait B}, est un anneau de polyndmes & une variable a coefficients dans BY ...

Plus précisément, comme B . est une Q-algébre et comme (Fr R)*/R* est

un Q-espace vectoriel de dimension un, si I'on choisit un élément b € (Fr R)*

qui n’appartient pas & R*, '’homomorphisme de Bt . —algébres

cris

134- [)(] - 13:; ’

cris

qui envoie X sur A(b) est un isomorphisme. En outre, pour tout élément
z € (Fr R)*, il existe un entier r > 1 tel que I’on puisse écrire 2" = b™a, avec

m € Z et a € R*; on a alors

Mz)=r"t-Mz")=r" - (Ma) +m- (D)) .

3.1.6. — On pose enfin
lgst = lgcris Qg}aj;is 13:; .

C’est donc un anneau de polynémes en une variable a coefficients dans Beris
et c’est aussi B,[1/1].
Grace a la propriété universelle qui définit BY, l'action de G s’étend de

maniére unique & B, et & Bi.
3.2. — Frobenius et monodromie

3.2.1. — Le Frobenius s’étend de maniére canonique a B;'; et Bg;.
En effet, dans BT , on a ¢(A(x)) = p- A(z), pour tout x € R*. On voit donc

cris?

quil y a une maniére et une seule d’étendre ¢ en un endomorphisme de BY,
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de sorte que p(A(z)) = p- A(z), pour tout z € (Fr R)*. Bien sur, ¢ s’étend

aussi & By, et commute a ’action de G.

3.2.2. — On a des isomorphismes (Fr R)*/R* ~ C*/O¢ ~ _I?*/O%(':

Q) et 'application

k: By ®q (K /0%) — Q.5

cris

qui envoie b ® & sur b- d(A(z)) olt T est I'image de x € (Fr R)* est un
isomorphisme.

Choisissons une valuation v sur I, & valeurs dans Q, et notons encore
v son prolongement & C. On peut considérer v comme le choix d’un isomor-

phisme

(Fr R)*/R*=C*/0t =K [0%~@Q.
Par extension des scalaires, v fournit un isomorphisme
v: B ®g (I_&*/O%) — B
donc une dérivation
N:=%ok tod: By — By

que nous appelons ’opérateur de monodromie associé a v. C’est I'unique
B,,;s—dérivation de By; & valeurs dans By, telle que N(A(b)) = vr(b) pour

tout b € (Fr R)* (ol v est la valuation de Fr R associée & v).

3.2.3. — On voit que N commute & I'action de G et, comme p(A(b)) =
pA(b), pour tout b € (Fr R)*, que

Nop=ppoN .

En outre, on a des suites exactes courtes de BT . —modules

cris

O——->B+-——>B+—N-+B:;——->Oet

0 — Bcris I— Bst E— Bst — 0
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3.2.4. — Remarque : Un choix naturel pour v est la valuation
vo normalisée par vo(p) = 1. Nous appelons “canonique” l'opérateur de

monodromie correspondant.

4. — Comparaisons

4.1. — Le plongement de B..;s dans Bygr

4.1.1. — Posons W, (R) = W(R)[1/p] = Ko @w W(R) et Wk (R)
K @w W(R) = K ®k, Wg,(R). On a des inclusions naturelles W(R) C
Wk (R) C Wi (R).

Choisissons, comme au n° 2.3.3, un générateur £ du noyau de 8 : W(R) —
Oc. Sim € Z et si (ap)p>m est une suite d’élément de Wrk(R), la série

S an,&™/n! converge, dans B, p vers un élément de Fil™ Byg et tout élément
n>m

de Fil™Byg peut s’écrire (de maniére non unique) sous cette forme. Pour
quun tel élément n’appartienne pas a Fil™+t!Byp, il faut et il suffit que
0(a,) # 0 (ot l'on désigne encore par 6 : Wy (R) — C I'homomorphisme de
K-algebres déduit de 6 : W(R) — Oc¢ par extension des scalaires).

Par ailleurs, W (R) est séparé et complet pour la topologie {-adique et

s’identifie donc a un sous—anneau de Bgyp.

4.1.2. —  Si maintenant (a,)nen est une suite d’éléments de W(R)

tendant p—adiquement vers 0, la série > a,£"/n! converge dans A..;s et tout
n>0

élément de A.ri; peut sécrire (de maniere non unique) sous cette forme. On
voit que l’on peut choisir les a, de fagon que, si a, # 0 alors §(a,) # 0.
On en déduit en particulier que 'application naturelle de A..;s dans B;’R

est injective.

4.1.3. — De méme, si (an)nen est une suite d’éléments de Wi (R
€ 0

(resp. Wi (R)) tendant p-adiquement vers 0, la série ) an{™/n! converge
' n>0

dans BY ., (resp. K ®p, B},,) et tout élément de cet anneau peut s’écrire
(de maniére non unique) sous cette forme. Ici encore, on peut choisir les a,
de facon que, si a, # 0 alors 6(a,) # 0. Il en résulte que les applications

naturelles A.,.., — BY. — I R K, Bf. — BJR sont injectives. Il en est

cris cris
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de méme des applications Beris — K ®K, Beris — Byr que l'on en déduit
en rendant inversible un élément non nul de Z,(1).
Dans la suite nous utilisons ces injections pour identifier tous ces anneauX,

ainsi que W(R), a des sous—anneaux de Byp.

41.4. — Remarque : Dans [Fo82a], au lieu de Beris, on utili-
sait d’autres sous-anneaux de Bgr, les anneaux notés B, et B. Rappelons
brievement comment on les construit : Notons ao l'idéal de R formé des
éléments = tels que vp(z) = vo(z(®) > 1 (ot vo est la valuation de C
telle que vo(p) = 1). Pour tout idéal a de R contenu dans dg, on note Sa
la sous-W (R)-algebre de Wi, (R) = W(R)[1/p] engendrée par les éléments
de la forme [z]/p, avec = € 4, S, le séparé complété de Sa pour la topolo-
gie p-adique et Ba = §a[1/p]. Alors l'inclusion de S, dans Wk, (R) C B;}'R
se prolonge par continuité en un plongement de Sa, donc aussi de B,y dans
B, . Ona B}, c Bf si a’ C a et on note B+ Dintersection des Bf. On a
Z,(1) =12, -t C B* et on pose B, = BF[1/t] et B = B*[1/1].

On vérifie facilement que §a0p C Acris C §a€—1 , donc que

B:—g - B+. C B:g_l et Ba(’,’ C Beris C Bag—l ;

CcTls

o~

On voit aussi que ¢(Sa) = Ser, o(BY) = Bl et ¢(By) = Bar. En

particulier, on a Bt = ©"(B},,) et B= N @™ (Beris)-
neN neN

4.2. — Construction d’un plongement de B,; dans Bgr
4.2.1. — Soit
log : O — K
le logarithme p—adique usuel (si a € OF est de la forme a = [u] - a™, ol

[u] est le représentant de Teichmiiller d'un élément de k et ot a* € (’)%;+ =

0:.n 03, log(a) = X (<) e~ (@t = 1)").

n>0
On choisit un prolongement du logarithme a K, i.e. un homomor-
phisme

log:Tx"'*——>Tx’—',
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dont la restriction a (’)% est le logarithme p-adique usuel, commutant &

’action de G = Gal(K/K).

Faire un tel choix revient a choisir un élément ¢ € I’ et a décider que
log(p) = c¢;

en effet, pour tout z € T&’:*, il existe r, s € Z, avec r > 0 tels que z"/p® € (’);—(
et on a alors
log(x) = r~*(sc + log(z" /p°®)) .
On voit aussi qu’il revient au méme de choisir un prolongement du

logarithme p—adique usuel a K oua C*.

4.2.2. — Le choix que 'on vient de faire permet de définir un homo-
+

cris

morphisme de B . —algebres
v BY, — B},

D’apres la propriété universelle servant a définir BY, (n° 3.1.4), il suffit en

effet de définir un homomorphisme
Air : (Fr R)* — B;R

prolongeant A.
Commencons par définir Agr(z) lorsque z € (F'r R)* vérifie 2@ e K.
Comme Bl, O K, [¢]/z(® € Bly; comme 6([z]/z(?) =1,y = [z]/2(D -1

appartient a I'idéal maximal de B;’R et la série

log([x]/=®) = 3 (~1)"*+n -y

n>0
converge dans B}J, et on pose
Aan(z) = log([z]/2(”) + log(!”) .

Dans le cas général, remarquons que tout x € (Fr R)* peut s’écrire (de fagon
g q q P

non unique) sous la forme x = ab, avec a € R* et b ¢ I ; sil'on pose

Mir(x) = A(@) + Aar(b) |
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on voit que le résultat obtenu est indépendant du choix de ’écriture de = sous

cette forme et que 'application A\y4p, ainsi définie, convient.

4.2.3.~— Enrendant un élément non nul de Z,(1) inversible, I’application

¢t induit un homomorphisme de B,,;s—algebres
t:Bg — Bygr .

Par extension des scalaires, I'application ¢* (resp. ¢) induit un homomor-

phisme de (K ®k, B . )-algebres (resp. (X ® i, Beris)-algebres)

cris

v} i K @, BY, — Buygr(resp. 1 : K @, Bsy — Bur) -

4.2.4. THEOREME. — Les applications
b K @iy, BY, — Bur et 1 K ®p, Bsy — Bur

sont injectives.

La preuve est I’objet du n° 4.3.

4.2.5. — Remarques : a) Dans la suite, nous utilisons les applications ¢
et i pour identifier By et K @, By & des sous—anneaux de Bgg. On prendra
garde toutefois que cette identification dépend du choix de ’application

log prolongeant le logarithme p-adique usuel.

b) On voit facilement que l'image de K ®p, Bsy dans Bgp est
indépendante du choix du logarithme. En particulier, lorsque e = 1,
Papplication ¢ dépend du choix du logarithme mais pas son image; en re-
vanche, Paction de ¢ sur cette image, déduite par transport de structure de

I’action de ¢ sur By, en dépend.

c¢) Pour lapplication log, il y a un choix “naturel” consistant a choisir
log(p) = 0. Nous appelons l'application ¢ (resp. ty) correspondante le

plongement canonique de By, (resp. K @ g, By) dans Byg.

d) Tout comme celle de Byp, les constructions de Be,;s et de By et

leurs plongements dans Byp sont fonctoriels. De facon précise, st k', L. Iv.
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T etv: Lk — L sont comme au n° 1.5.6, v induit des homomorphismes

continus
Beris(v) Bcris(I&",f) — BCM-S(L,_E) et Bsi(v) : Bst(I'f,T\’—') — Bst(L,f) ,

compatibles avec l'action de ¢ et avec celle de N, du moins si l'on choisit
'opérateur N associé & une valuation v sur L et a sa restriction a IS.

Les morphismes Be;s(v) et Bgr(v) commutent aux plongements naturels

de chaque B.,;, dans chaque Byg. Sil’on choisit un logarithme log sur K etsi
I'on note +(K, K) (resp.¢(L/L)) le plongement de B (IS, K) dans Byr(K, K)
(resp. de By (L,L) dans Byr(L,L)) qui lui est associé (resp. associé au

prolongement a I" de log), on a
(L,L) o Bsy(v) = Bqr(v) 0 WK, K) .
Les applications Be,;s(v) et By (v) sont injectives et B:(L, L) s’identifie &

Beris(L, L) ®p.,..(K.T) B (I, K). Ici encore Beris(v) et Bg(v) sont des
isomorphismes si et seulement si v induit un isomorphisme du complété de K
sur celui de L.

4.3. — Preuve du théoréme 4.2.4

4.3.1. — Commencons par énoncer un lemme. Pour cela, choisissons
uo € R tel que u(OO) = p. Alors [up] —p € W(R) C By et 0([uo] —p) =0, ce

qui fait que la série

- ([uo] = p)"

log([uol/p) = Y _(=1)™**-

np"
n>1 p

converge dans B;R. Par ailleurs, linclusion de B..;s dans Bgr permet

d’identifier le corps des fractions Fr(Bcris) a un sous—corps de Bgrg-

LEMME. — L’élément u = log([uo]/p) € Bl nappartient pas & Fr(Beris).

4.3.2. — Preuve du lemme : On voit que £ = p—[ug] est un générateur
du noyau de 8 : W(R) — O¢, donc que & et § = ¢/p sont dans Fz'llB;'R et
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pas dans Fil?Bfg. Si (@n)nen sont des éléments de ‘WKO(R) =W(R)[1/p], la

série S a,B" converge dans Bj},. Notons S = W(R)[A] le sous-anneau de
n>0 -

B;;R formé des éléments qui peuvent s’écrire sous la forme n>0 a,B" avec
les a, € W(R). Si, pour tout ¢ € N, on pose Fil'S = SN Fil'Byg, on voit

que Fil'S est I'idéal principal engendré par B*. En particulier, si on note
9" : Fil'S — Oc

l’application qui envoie Bla sur 6(a), on a 9 (Fil'S) = Oc.

Comme A..s est le sous—anneau de B(’;R formé des Y, ap&"/n! =
n>0

S (pn/n!) - a,B" avec les an € W (R) tendant p-adiquement vers 0 (cf. n°
n>0

4.1.2), Aeris CS. On a Fr(Beris) = Fr(Acris) C Fr(S) et il suffit de vérifier
que, si a € S est non nul, alors au ¢ S.

Comme S est séparé pour la topologie p-adique, il suffit de vérifier que, si
reNetsiacS—pS,alorspaugsS. Siac€ W (R) vérifie 8(a) € pOc;,
alors a appartient & 'idéal de W (R) engendré par p et § = pp, donc a € pS.
On en déduit que l'on peut trouver un entier 1 > 0 et des b, € W (R) tels que

O(bz) ¢ pOC et

azp( S bnﬂ”) +3 bag"

0<n<z ' n>i
Mais © = — Y, 50 3"/n. Soit j un entier > r tel que p’ > i. Si p"au € 5, on
aurait o - (Y pP~18™/m) € S, donc a - BY Ipe S+ Fil?P Byg, donc
n>0

b3 Jp € S+ Fil*” T Byp .

On devrait donc avoir 7%’ (blﬂiﬂ’j /p)= gty (b8P )/pe gi+v’ (Fili+Pj S)=
Oc¢ ; mais git+e’ (biﬁi+pj /p)=0°(b;)/p ¢ Oc, d'ou une contradiction.
4.3.3. — Montrons enfin le théoréme : Il suffit de prouver I'injectivité

de 1. Il est clair qu’il existe 1 € K @, Bst tel que K @k, Bst =

(K ® ¢y Beris)[U] et tic(u) = u. Il suffit donc de prouver que u est transcendant

88




EXPOSE II : LE CORPS DES PERIODES P-ADIQUES

sur le corps des fractions Fr(K ®g, Beris) de K @k, Beris (vu comme sous—
corps de Bggr). Comme Fr(K @, Beris) est une extension finie de Fr(Beris),
il suffit de vérifier que u est transcendant sur Fr(Beris)-

Sinon, soit cg +c; X + -+ + cq—1 X% 1+ X le polynome minimal de u sur
Fr(Beris)-

Soit &€ = (6M)pen € R, avec £ =1, e # 1 et t = log(v(e)) (cf. n°
1.5.4), de sorte que Z,(1) s'identifie au-sous-Z,-module libre de rang 1 de
Byr engendré par t. Soit Gy = Gal(K/Kp). Il existe une application continue

n:Gy— L,

telle que, dans Wy, (R), g([uo]/p) = ([uo]/p) - [€]"'?) pour tout g € Gy, et donc
que

gu=u+n(g)t.
Le corps Fr(B.s) est stable par Gg et pour tout g € Go,

g(co) + g(c)(w+ n(g)t) + - + glea—)(uw + n(g)) ™" + (u+n(g))? = 0.

[ unicité du polynéme minimal de u sur F'r(Bers) implique que, pour tout
g € Go, g(cg—1) +d-n(g)t = c4-1. Si ¢ = ¢4—1 +du, on a g(c) = ¢, d’out
¢ € (Bqr)® = Ko C Beris. On aurait donc u = d=Y(c = ci—1) € Fr(Beris),

ce qui contredit le lemme 4.3.1.

5. — Quelques propriétés de B,
5.1. — Quelques idéaux de W(R)
51.1. — Pour tout sous-anneau A de Bypr (en particulier, pour

A= W(R)v WKO (R), WK(R)> Acrisa BC”'S’ Bj—m's

Fil’A = AN Fil"Byg. En particulier, on a Fil’4A = AN B;R et on note
0 : Fil°A — C la restriction de la projection de B}y sur C.

), et tout r € Z, on pose

Si A est un sous—anneau de B..;s stable par ¢ et si r € Z, on pose
I"MMA = {a € A| ¢"(a) € Fil"A, pour tout n € N}. Si I0A = A (cest
le cas, par exemple, si A = W(R), Wy, (R), Acris o BT..) les I"1 A, pour

r € N, forment une suite décroissante d’idéaux de A ; on pose aussi I (14 = JA.
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5.1.2. — On choisit ¢ = (6(™)nen € R, tel que 0 =1 et M £ 1,
et on pose t = log([e]). On a donc [¢] = (¢,0,0,...,0,...) € W(R)
tandis que Z,(1) s'identifie au-sous—Z,-module libre de rang 1 de Acris
engendré par t. On pose aussi 7. = [€] - 1 € W(R). Le Frobenius est
bijectif sur W(R) et, pour tout z € W(R), on pose ¥’ = ¢~ }(z). On pose
f=1+[]+ [P+ + [ Onadoncm = .

On note vy la valuation de C normalisée par vo(p) =1 et vr la valuation
de R définie par vp((z(™)nen) = vo(2(?). Pour tout x € W(R), on note
7 € R sa réduction modulo p.

On vérifie facilement qu'un élément z € Fil'W(R) engendre cet idéal

principal de W(R) si et seulement s vp(Z) = 1. Clest le cas de &, car

€)= ¥ (W)i=0etf=l+e+e?+ 4= (- D/ -1
0<:i<p—1

(e 1)/ 1) et vr@) = (1=p)-vle 1) = (p=1)/p)-vrle = 1) = 1
puisque vg(e — 1) = vo(nligloo(e(”) -1 =p/(p-1).
5.1.3. PROPOSITION. — Pour tout r € N,
i) lidéal IMW(R) est Uidéal principal engendré par [ (en particu-
lier, MW (R) est la puissance r—iéme de IW(R));
i1) pour qu’un élément a € IMW(R) engendre cet idéal, i faut et 1l
suffit que vg(a) =rp/(p—1).

51.4. — Commencons par le cas r = 1, qui consiste a préciser un
résultat de [Fo82a] (cf. démonstration du lemme 4.16) :

LEMME. — 1) l’idéal IW(R) est principal, engendré par e ;
ii) pour qu’un élément a = (ag,aiy.--,0n,.--) € IW(R) soit un
générateur de cet idéal, il faut et il suffit que vr(ag) = p/(p— 1) et on a
alors vg(ay) = p/(p — 1) pour tout n € N.

Démonstration : Commengons par ra eler (c’est le résutat de loc. cit.) que
G P PP q

sia = (ag,a1,...,an,...) € IW(R), alors vr(ay) > p/(p — 1), pour tout n

. . . . n
[Cela peut se voir ainsi : sl I’on pose oy, = (LE1 ), on a

m,\ _ n m_p™ m_p™ m+1_p™ .
B(pma)=Y pt-al =ap FoooFpTon PTGy e
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on est ramené a prouver que pour tout couple (r,m) € N x N, on &
vr(m) > p~™(1 4+ p 1 4+ -+ +p77), ce qui se fait par récurrence sur les
couples (r, m) ordonnés lexicographiquement, en comparant les valuations des
termes dominants dans S p" - o ; cette comparaison montre aussi que, si
vo(a) = p/(p — 1), alors vg(am) = vo(a®, ) = p/(p — 1), pour tout m].

Par ailleurs, on a 6(¢"(7)) = 0([e]?" = 1) = (e@)P" —1=1-1=0cet
7. € IW(R). Comme 7. = ¢ — 1 et vg(e — 1) = p/(p — 1), ce qui précede
implique que

IW(R) C (r.,p)
Comme (Oc)N est sans p-torsion, si pzr € IW(R), alors z € IW(R); et le

lemme résulte de ce que W(R) est séparé et complet pour la topologie p-

adique.

5.1.5. — Prouvons la proposition 5.1.3 : Pour tout ¢ € N, soient
griW(R) = Fil'W(R)/Fil'*'W(R) et 6° la projection de Fil'W(R) sur
griW(R). Alors Fil'W(R) est 'idéal principal engendré par £ et griW(R)
est un Oc—module libre de rang 1 engendré par 6:(¢7) = 6 (£)".

On a m, = 7.&, d’on,
() = wl - E1FT " pour tout n €N .

Pour i > 1, 8(p*(£)) = p et on a donc 6 (p™(7.)) = p*(eM —1) - 01(8).
Montrons l'assertion i) : L’inclusion 77W(R) C IMW(R) est claire.
L’inclusion dans I'autre sens se fait par récurrence sur r, le cas r = 0 étant
trivial. Supposons donc r > 1, et soit a € [ [’"]W(R); on peut supposer
a = 77~1b, avec b € W(R). On doit avoir 8"~ !(¢"(a)) = 0, pour tout n € N.
Mais
071 (9™ (@) =0(" (b)) (0 (¢" ()~ =(p" (V) = 1)) 710" (0)) -0 ()" -
Comme 6'(£)"~! est un générateur de gr"~'W(R) et comme p”(s(l) -1)#0,
on doit avoir 6(¢™(b)) = 0, pour tout n; donc b € IW(R), et d’apres le lemme
précédent, il existe ¢ € W(R) tel que b = m.c. On a bien a € 7/W(R).
L’assertion i) résulte trivialement de ce que vg(7l) = r-vr(e — 1) =
rp/(p — 1) et de ce qu’un élément z € W(R) est une unité si et seulement si

T est une unité de R, i.e. si vp(z) = 0.
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5.2. — Une description de A.,;,

5.2.1. Pour tout entier n > 1, soit I{,, = Ko(e™) et soit Ko, = UK.
Posons Gy = Ga.l(I_f/I(()), Hy = Gal(TX:/I&’oo), I'y = G()/Ho = Gal([(oo/]{()),
[ior le sous—groupe de torsion de I'g et I' = I’y /T4, (qui est donc un groupe

isomorphe & Z,,).

5.2.2. Pour toute indéterminée X, on note W{< X >} le séparé complété
pour la topologie p—adique de ’enveloppe a puissances divisées de I'anneau
W[X] des polynémes (ou de ’anneau W[X] des séries formelles, cela revient
au méme) en une variable X a coefficients dans W, relativement a l’idéal
engendré par X. La W-algebre W{< X >} est donc 'ensemble des éléments

de la forme

Zamﬂym(X ), avec les a,, € W tendant p—adiquement vers 0 ,

la multiplication étant induite par v,.(X) - vs(X) = (r —: S) At s(X).

5.2.3. Le séparé complété pour la topologie t—-adique de l’anneau
Ky ®q, Symq,Qp(1) s’identifie a I'anneau K[t] des séries formelles a co-
efficients dans K en la variable ¢ (et ne dépend pas du choix du générateur
tde Z,(1)).

Cet anneau et son corps des fractions Ky((¢)) sont munis d’une action
naturelle de Gy qui se factorise a travers I'y. On les munit d’un Frobenius, en

posant
P(Bamt™) = Lo (an,)p™t™, silesa, € Ky .
Notons A, = W[t]{< t*?7!/p >} le séparé complété pour la topologie p—
adique de I’enveloppe a puissances divisées du sous-anneau W[t t?~1 /p] de
Ky [t] relativement a I'idéal engendré par tP~!/p. Si, pour tout n € N, on pose

n=r(n)+ (p—1)g(n), avec r(n), g(n) EN, 0 < r(n) <p-—1, et
0 = 0y (7 fp) = (P - g(m)) "
alors, A. s’identifie au sous—anneau de I{o[t] formé des éléments qui peuvent

s'écrire ) a,ti™} avec les a, € W tendant p-adiquement vers 0. Il est
neN
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indépendant du choix de ¢ et stable par g et ¢. Lorsque p = 2, on a aussi
A, =W{<t/2 >}

5.2.4. Notons S. I'adhérence de la sous—-W-algebre de W(R) engendrée
par [e]. On voit que S. s’identifie & Panneau W{r.] des séries formelles en
Pindéterminée m. = [¢] — 1 & coefficients dans W. On peut identifier Sc a une

sous—W —algebre de A, en posant

re=¢e —1= Ztn/n! = cht{”} ,

n>1 n>1
olt ¢, = piMq(n)!/n! (si s(m) désigne la somme des chiffres de I'entier
m écrit en base p, un petit calcul montre que, si ¢ = g(n), vp(cn) =

(g —s(q) + s((p— 1)g))/(p— 1) est > 0 et tend vers I'infini avec n).

Il est clair que cette identification est compatible avec I’action de T.
Comme, dans A., ¢(e!) = eP! = (e!)?, elle est aussi compatible avec ’action
de .

Remarquons également que l'idéal de A. qui est I’adhérence de l'idéal
engendré par les t{n} avec n > 1, est un pd-idéal, séparé et complet pour

la topologie p-adique. Comme 7. appartient a cet idéal, la série

log([e]) = ) _(-1)"'n7'wl

n>1

converge dans A, et sa somme est t. On voit qu'il existe une unité vo de A,

telle que . = vot.

5.2.5. Le sous—corps de Ko((t)) fixe par I'sor est le corps Ko((tP71)) si
p # 2 (resp. Ko((t?)) si p = 2). Il en résulte que le sous—anneau A de A,
fixé par Dyor est le sous-anneau W{< t?~1/p >} (resp. W{< t?/8 >}) formé
des Ya, "} tels que a, = 0 si p — 1 ne divise pas n (resp. si 2 ne divise pas
n) et application X —— tP~!/p (resp. t2/8) induit un isomorphisme — de
W—-algtbres topologiques — de W{< X >} sur A.

Soit m la trace, de Ko((t)) & Ko((t?~1)) (resp. Ko((t?))), de mc; on a

o = —p + Z el =(p-1)- Z t" /n!

aEFP nZL(P“l)I"
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(resp. mo = =2+ [e] +[e] ' =2 >;2| t" /n!).

On voit que le sous—anneau S de S. formé des éléments fixes par ['yor
s’identifie & I'anneau W [m,] des séries formelles en o a coefficients dans W.
Un calcul facile montre que Ty € pA (resp. 4A) et qu’il existe une unité v de
A telle que

mo/p=v- (1"~ /p) (resp.mo/8 = v - (t*/8)) .

En particulier, on a A = W{< mo/p >} (resp. W{< m0/8 >}), complétion
p-adique de la pd-W-algébre en “I'indéterminée” 7o /p (resp. o /8).

On voit également que l'application évidente de Se ®s A dans A, est un

isomorphisme.

5.2.6. PROPOSITION. — Awec les notations qui précedent,
(i) Uélément mo est un générateur de IP-UW(R) si p # 2 (resp. de
IPIW(R) sip=2).

(i1) siq=p+mo, il existe une unité u € S telle que

©mo = umoq? ™! si p# 2 (resp.umoq® si p=2) .

Démonstration : Les cas p # 2 et p = 2 sont trés proches et nous ne traitons
que le cas p # 2.
Prouvons (i). La norme 7y, de Ko((t)) & Ko((t?")), de 7. est un élément

de S.Onam = [ hr)= Il (]l =1); comme chaque [e]le] — 1 est
he€lor GGF;

un générateur de IW (R), my est un générateur de (IW(R))P~! = IP~UW(R)
(prop. 5.1.3). On a donc (loc. cit.) vr(T1) = (p—1) .v(e = 1) = p = vr(To),

ce qui prouve que W[mro] = W[r1], et que si 'on écrit
To = Va7, aveclesa, € W,

alors a; est une unité. Il suffit alors de vérifier que ao est nul, ce qui résulte
de 0 = 6(mp) = ao.

Prouvons (i) : On remarque que ¢' et £ = S [€')" sont tous deux
0<i<p—1

des générateurs de Iidéal noyau de la restriction de § & S; = e 1(S.) =
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W[r’]. On a donc 7. = ¢, = 7§ = uj7nlg’, ou uj est une unité de
S!, ou encore m. = ujm.q, ou u; est une unité de S.. Par conséquent,
— —1 —— — -— / ’
@(rP71) = uP 7 7P~ 1gP=1; comme 7y et 7271 sont tous deux des générateurs
de S. N I“’"”W(R), il existe une unité u de S. telle que pmy = umegP~ L.

L’unicité de u et le fait que S = (S.)F*or impliquent que u et u™* € S.

5.2.7. Si Ap est un anneau commutatif, si A; et A, sont des Ap—algebres
et si Ag, A1 et Ay sont séparés et complets pour la topologie p—adique, on

note A;® 4, Az le séparé complété de A; ® 4, A pour la topologie p-adique.
THEOREME. — Il existe des homomorphismes de W (R)—algebres, continus
pour la topologie p—adigque,
o W(R)@SA — Aeris €t e : W(R)®s, Ae — Acris -

Chacun de ces homomorphismes est unique et est un isomorphisme.

5.2.8. — Remarques : i) Supposons p # 2 et soit
Ueris = W(R{< P71 /p >} = W(R){< mo/p >} = W(R)®wA.

L’application (am)meN +— am®7Ym(mo/p) définit une bijection entre
'ensemble des suites d’éléments de W(R) tendant p-adiquement vers O et
Acris. Le théoréme précédent signifie que a..;s s’envoie surjectivement sur
Acris €t que le noyau est 'adhérence de l'idéal engendré par ¢ = ToR1 —
pR(mo/p), i.e. I'idéal des Tam®7ym(mo/p) tels qu’il existe une suite (b )men
d’éléments de W (R) tels que

ag = mobgy et a,, = mob,, — mpb,,,_1, pour tout m > 1.

On voit que le fait que la suite des a,, tende p—adiquement vers 0 implique
qu’il en est de méme de celle des b,,,. Autrement dit A.r;s = cpis/Cheris, OU

encore on a une suite exacte

0— Qeris i Aeris — Acris — 0.
On a un résultat analogue pour p = 2 en posant a..;s = W(R){< t/2 >} =
W(RY{< 7./2>}=W(R)BwA. et c=7.®1—-2® (r./2).
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i) L’application de A (resp. A.) dans W(R)®sA (resp. W(R)®sA.),
qui & z associe 1@z, est injective et le théoréme nous permet d’identifier A et

-

A, a des sous—anneaux de A..,;.
& CTrts

5.2.9. — | Prouvons le théoréme pour p # 2 (la preuve pour p = 2 est
analogue) : Tout d’abord, W(R)®s.A: ~ W(R)®s.5. Qs A ~ W(R)®sA et
les assertions concernant a, résultent de celles concernant «.

Prouvons donc les assertions concernant «. Dans W (R), si ¢’ = Y [¢']l9],
a€lfF,

on a mp = ¢(q') = ¢'P (mod p); comme 6(¢') = 0, 7,(q¢') € Acris et ¢'P =
Pl-7p(q") € pAcris donc mg € pAcris. On doit donc avoir a(1® (7o /p)) = mo/p.
Comme 6(mg) = 0, (w0 /p) = 0, et mo/p € Fil' Acris. L'existence et 'unicité

de « en résulte : avec des notations évidentes, on doit avoir

(Xam @ Ym(m0/p)) = TamYm(mo/p) -

Il reste a s’assurer que « est un isomorphisme. Comme source et but sont
des anneaux séparés et complets pour la topologie p—adique, sans p—torsion,
il suffit de prouver que « induit un isomorphisme sur les réductions mod p.

Mais la réduction modulo p de A..;s s’identifie a I’enveloppe a puissances
divisées de R relativement a 1’idéal engendré par ¢’ et l'on en déduit que
c’est un module libre sur R/¢'? de base les images des v,m(q’), ou encore les
Ym(q'?/p). D’apres la proposition 5.2.6, il existe une unité u de W(R) telle
que ¢my = umeqP~ L. On a donc my = w'mhq'P~! = u/(¢'P — pg’P~1), ou encore
mo/p = u'(p~1q¢'P—q'P~1). On en déduit que R/q'? = R/, et que la réduction

mod p de A.,;s est aussi le module libre sur cet anneau de base les images des

Ym(p~1mg). Il est clair qu’il en est bien de méme de la réduction modp de
W(R)®sA.
5.3. — La filtration par les Il"l et les anneaux W7 (R)

5.3.1. PROPOSITION. — Pour tout r € N, posons
=g, = {a € Acris | ¢"a € Fil" Acris, pour tout n € N} .

Sir > 1, I est un pd-idéal de Agpis; c’est Uadhérence du—sous-W(R)-

module (qui est aussi l’idéal) engendré par les t15}, pour s > r.
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Preuve : Soit I(r) I'adhérence du W(R)-module engendré par les t{s}, avec
s > r. Il est clair que I(r) C I et que, si r > 1, c’est un pd-idéal.

L’assertion revient & vérifier que I" C I(r) pour tout r, ce que nous allons
faire par récurrence sur r, le cas r = 0 étant trivial.

Supposons donc r > 1 et soit a € [ [7]. L’hypothése de récurrence nous

permet d’écrire a sous la forme

a= Z ast{‘s} ,

s>r—1

ol les a, € W(R) tendent p-adiquement vers 0. Si b = a,—1, on a a =
bt{r=1} 1 o', avec a’ € I(r) et on doit avoir bt{"=1} ¢ I1rl, Mais o™ (bt{"=1}) =
plr=Dn . or(b) - tlr=1t = ¢, - o™(b) - t771, oll ¢, est un nombre rationnel
non nul. Comme "1 € Fil™=! — Fil", on doit avoir b € I N W(R), qui est,
d’apres la proposition 5.1.3, I'idéal engendré par m.. Donc bt{m—1} appartient
a 'idéal de A.,;s engendré par 7. t{"=1} Mais, dans A., donc a fortiori dans
Acris, t et . engendrent le méme idéal. Donc prir—1} appartient a l'idéal

engendré par t - t{"=1} qui est bien contenu dans I(r).

5.3.2. — Remarques: i) La prdposition dit en particulier que Il est la
r—iéme puissance divisée du pd-idéal I [1], Dans toute la suite, on pose I = IT!,
et, pour tout sous—anneau A de A..;s, on pose JA = ANI et I"MA = An 1,

Ces notations sont compatibles avec celles que ’on avait utilisées pour W (R).

i) Le fait que I soit un pd-idéal n’est pas surprenant. Si lon note
W(O¢) l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans O¢, l'idéal V -
W(O¢) est muni de puissances divisées canoniques, il existe un unique pd—
homomorphisme

p: Aeris — W(Oc)
tel que, pour tout a € W(R), les composantes fantomes de p(a) soient les

6(¢™a) et I est le noyau de p.

5.3.3. — Le corps résiduel de ’anneau local R s’identifie au corps résiduel

k de O+ La projection de R sur k induit par fonctorialité un homomorphisme

v:W(R) — W(k)
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et nous notons W (R) son noyau. Comme v est l'identité sur W (k), on a
W(R) = W(E) ® W4 (R). Comme v(ker 6) est le pd-idéal pW (k), v s’étend
en un pd-homomorphisme de A..;s sur W(E), dont nous notons Acris + le

noyau.

5.3.4. — On note N l’ensemble qui est 'union disjointe de N et de
’ensemble des r* pour 7 € N. On munit N d’une relation d’ordre total en
convenant que, pour tout r € N, r < rt <r+1.

Sir € N, on pose 71 = il Acris+- S A est un sous—anneau de Acpis,
on pose I"1A = AN I, En particulier, II"1W(R) = IINW(R) - W4 (R).

On a ainsi obtenu une filtration décroissante, indexée par N, de Acris
et de ses sous—anneaux par des idéaux (1 [r])reN (resp. (I [T]A)reﬁ)'

Pour tout » € N, on pose

cris

P o= Agis/IT et WT(R) = W(R)/IMW(R) .

5.3.5. PROPOSITION. — Pour tout r € N, les W -algébres A%,;, et WT(R)

cris

sont sans p—torsion. L’application naturelle
D Dbp

I WT(R) — AL

cris

est injective et son conoyau est de p—torsion, annulé par p™m!, si m est le

plus grand entier tel que (p—1)m < r.

Preuve : Pour r € N, 'anneau A.;s/Fil"A..;s est sans torsion. Il en
est de méme de AT, qui est le quotient de A..;s par l'idéal noyau de
’homomorphisme

Acris = (Acris [Fil" Agris)™

T’+_
Ccris

envoyant z sur (¢"z mod Fil"),en. Le fait que A7, soit sans torsion résulte

alors facilement de ce que W (k) est sans torsion.
Par construction, (" et :™ sont injectives (et, en particulier, W7 (R) et

W (R) sont sans p-torsion).
ot
cris

T‘ .
cris

On voit que, comme W(R)-module, A’ .. (resp. AL,) est engendré par

les images des v;(p~1mp), pour 0 < (p—1)s < r (resp. 0 < (p—1)s < 7). La
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fin de la proposition résulte de ce que la suite des v,(p°s!) est croissante et de

ce que p°s! - v,(p~'m) € W(R).

5.3.6. — Pour tout sous—anneau A de A..;s et tout » € N, on pose

Fil"A= ANFil" Apris et FillA={z € Fil"A| pz € p" A} .

PRrROPOSITION. — ©) Pour tout r € N, la suite

-T

0 — Z,t™ — FillApyiy 2 Apyiy — 0
est exacte.

i) L’%déal FiljAcris est Uadhérence du sous-W(R)-module (ou de
idéal, cela revient au méme) de A.r;s engendré par les ¢'7 v, (p~1tP~1), pour
Jj+(p—-1Ln=>r.

iti) Soit m le plus grand entier tel que (p —1)m < r.
Pour tout x € Fil"A.ris, pm! - x € Filj Acris.

Preuve : Posons v = p~"p — 1. Il est clair que Zpt{r} C Kerv. Inversement,
siz € Kerv, z € Il"l et peut s’écrire

z =Y a,t{*}, avec les a, € W(R) tendant p-adiquement vers 0.

s>r
On voit que, pour tout n €N, (p~"¢)"(z) = 0™(a,)t{™ (modp”A..s) et on
en déduit que x peut s’écrire x = bti™}, avec b € W(R). On doit avoir alors
ob="b,ie. beZ,.
Sij,n€N,ona

o(q 77 (P71 /p)) = ¢ p" P Dy (771 /p) = pFPTD(L 4 p o) (877 /) -

En particulier, si IV est I’adhérence du sous—-W (R)-module de A.,;s engendré
par les ¢y, (p~1tP~ 1), avec j+n(p—1)>r, N C Fil} Acris.

Comme Zpt{T} C N, pour prouver les deux premiéres assertions, il suffit
de vérifier que, pour tout a € A.,is, il existe z € N tel que v(z) = a. Comme

N et A..;s sont séparés et complets pour la topologie p—adique, il suffit de
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montrer que, pour tout a € Acris, il existe z € N tel que v(z) = a (mod p).

Sia= > anYn(p~1tP71), avec les an € W(R), il n’y a qu’a prendre
n>r/(p—1)
r = —a.

On est alors ramené & vérifier que, pour tout i € N tel que (p—1)i <r
et tout b € W(R), il existe z € N tel que v(z) — by;(p~'tP~') appartient a
Pidéal M engendré par p et les y,(p~'tP™1), avec n > 4. 1l suffit de prendre
z = yq' (P~ Viy,(p~1tP~1) avec y € W (R) solution de I’équation

py—q Py =b.

Montrons enfin (7ii). Soit € Fil" Acris. D’apres la proposition 5.3.5, on

peut écrire
pmml-x=y+2z, avec Y€ W(R) et z€ Il

Comme II") C Fil"A.s, on doit avoir y € Fil"W(R) = ¢g"W(R) C N.

L’assertion résulte de ce que l’on a aussi [ "l c N.

5.3.7. THEOREME. — 1) Soit

]
cris

= {z € Beris | "2 € Fil°B.,;s, pour toutn €N} .

Alors ¢(B. ;) C B}, C B,

cris cris cris

sip#2 et p?(Bl.;) C B, CBl, sip=2.

cris cris cris

i1) Pour tout r € N, la suite

-7

-1
0 — Q,(r) — Fil'BY, " BY,, —0

cris cris

est exacte.

iii) Pour tout r € Z, la suite

—roe1
0— Qp(r) — Fil" Beris p__‘L Beris — 0

est exacte.
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Preuve : Montrons (i). L’inclusion B, C B, est triviale. Inversement,

soit + € Bl .. Il existe r, j € N et y € Ais tels que 2 = t~Tp Iy,
Sin e N, *z) = p~"" It "o (y), et on doit avoir ¢"(y) € Fil"Acris
pour tout n, donc y € I ["l. D’aprés la proposition 5.3.1, on peut écrire

y = 3 ant{™*+7} avec les a,, € W(R) tendant p-adiquement vers 0. On
m2>0

adoncz=p~7- Y anti™IT et pr=p7I" 3 @(am)pmtrelmIoT,

Un calcul simple montre que oz = p~77" - 3 cpmp(am)t™, oll ¢y est un
m2>0

nombre rationnel vérifiant

vp(em) > (m+7)1—(p=1)" = (p—1)72).

Si p # 2, c’est donc un entier et gz € p~ITTW(R)[t] C p™I " Acris C Bf...
Pour p = 2, la démonstration est analogue.

L’assertion (i7) résulte de la proposition 5.3.6.

Montrons enfin (ii7). D’apres (it), pour tout entier i tel que r +¢ > 0, on
a une suite exacte

0 — Q,(r+1i) — Fil"""B}, — BY,, —0,

cris cris

qui, en tensorisant par Q,(—1), donne naissance a une autre suite exacte

0 — Q,(r) — tT*Fil"t'B} ., — t7'Bf. —0;

cris cris

le résultat cherché s’en déduit par passage a la limite.
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Appendice
LES NOMBRES ALGEBRIQUES SONT DENSES DANS BJ,

par Pierre Colmez

Dans cet appendice, nous montrons que B}, est le complété de K pour une
topologie que nous décrivons explicitement (théoréme 1). La démonstration
differe 1égérement de celle employée dans [Co90]. Nous donnons ensuite une

formule permettant d’écrire explicitement un élément de K comme élément
de B} .

§A1. Calcul différentiel sur les nombres algébriques.

Les hypothéses et les notations sont celles des paragraphes 1.3, 1.4 et 1.5.
Notons que K et A;ny = Wo, (R) sidentifient canoniquement a des sous-

anneaux de B} .. Soit I le noyau de I’homomorphisme 6 de B}, dans Oc

et It = IN Ay Sik € N, posons Ai-“nf = Ainf/I_’ﬁ“. Définissons par
récurrence une suite de sous-anneaux O(_]f) de O— et de O—-modules Q) en
K K K

posant (’)%) = O et, si k > 1, Q k) = 0% ® onﬁ”)/o,( et en prenant pour
K

(’)(7? le noyau de la dérivation canonique d*¥) de (’)%-1) 3 valeurs dans (%),

THEOREME 1. — (i) Si k € N, alors O(T? = KN (Ains+I**1) et, pour tout

n € N,linclusion de (9%) dans A;n ¢+ I*+1 induit, par passage auz quotients

inf —
(i) Si k > 1, d®) est surjective et si a est lidéal de O défini en 1.4.2,
Q) s%dentifie a K /a* (k).

un isomorphisme Afnf/p"A’-“ o %)/pnO%i).

Remarquons que (i) implique comme corollaire :
(iii) K est dense dans B}, et Bl est le séparé complété de K pour la

topologie définie en prenant les p"(?%) avec n, k € N pour base de voisinages
de 0.

S.M. F.
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Remarque : Une autre démonstration des points (i) et (ii) pour k =1 se
trouve exposée au paragraphe 1.4 (dans lequel (9%) est noté OLK—, et Q1) est
noté ).

Soient v, la valuation de K normalisée par v,(p) = 1, K" ’extension
maximale non ramifiée de I contenue dans K, @ une uniformisante de K
et e = 1/vp(w) l'indice de ramification absolu de K. Soient z € O, P le
polyndéme minimal de z sur ™" et 7 € N vérifiant r > v,(P'(z)). Soit rx € N
défini par récurence par ro = 0 et i1 = 3r +r (e mp = (3% — 1)r/2). Si
ac N et k € N, posons rx(a) = inf(r, vp(a)) et zk,a = pre—re(a)ge,

LEMME 2. — Pour tout k € N et tout a € N, on a 2k,q € (9(7?.

Démonstration : Le résultat est trivial pour k = 0. Supposons le vrai

pour k. Utilisant la relation

prk+rk(a)zk,a = 2k, (prk(a—l)zk,a—l)a
on démontre par récurrence sur a, la relation
prk+rk(a)d(k+1)(zk a) — prkaxa—ld(k+l) (Zk 1)’ (1)

d’on pour tout A € K" [X] a coefficients entiers :

pdHED (p A(z)) = pr A (2)d D (zk).

En particulier, si on prend pour A le polynome minimal P de z, on obtient :
P P! (2)d ) (z5) = 0 = p™ T+ D (200) = 0,
et utilisant le fait que ri(a) < 7k, on obtient, en multipliant (1) par p" :
Va € N, P trd® D (z0) = 0. 2)
Deux cas se présentent alors. Si vp(a) < Tk, 0N @ Zhy1l,a = p?"* T2k 4 et donc

Zkt1.a € O%H) car (2) implique d**D(zp41,0) = 0. Si vy(a) > rk, écrivons

a = p"kb et posons Yr = ZkpTk - On obtient alors

d* ) (zp41,0) = prien Trep (@ g () = pprar (@ p gD () = 0
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car vp(b) + rp41 — Tkt1(a) > 2rp + r. Ce qui permet de terminer la

démonstration.

Notons (provisoirement) OF =Kn(Ain s+1I k+1). Nous allons maintenant

démontrer le (i) du théoréme 1 par récurrence sur k. Il n’y a rien a démontrer

si k = 0. Supposons donc que k > 1, que (’)(k D_ k-1 =Kn (Ains + IF)

k=1 A(E=1) ) nn(k=1)
et que Amf /P AL ~ O /p prOL= .

LEMME 3. — On a (’)%i) C OF.

Démonstration : Si z € OF~1) soit & € A;p s tel que z — T € I*. Notons
8 (z) 'image de = — # dans le Oz-module I¥/(IF + I*+1). Alors %) (z) ne
dépend pas du choix de # et %) est une dérivation de Ok=1) 3 valeurs dans

un Oz=module dont le noyau est OF. On démontre alors le lemme en utilisant
la propriété universelle satisfaite par Q2(%).

o / k
Notons que ce lemme nous permet de considérer (’)57) comime un sous-

anneau de Am f-

LEMME 4. — Pour tout k € N, O%f) (et donc a fortior: OF ) est dense dans

k
Aznf
Démonstration : Si @ € Of, soit Ry = {z € R | (¥ = a}. Soient
a € (’)%), t = (™) € Ry, P le polynéme minimal de o sur K*", k € N
et I(k) le plus grand entier ! tel que p' < k. Soient m un entier > 1 et
Sm(X) = XP" + wX. Soit 2, ;m € O vérifiant (acn,m)pm + WLy m = (™. Le
polynéme minimal de z,, ,, sur K" divise le polynéme P, , = P(Sm(X)p").
On a P, ,, = p"S,5% ~'P'((Sm)” ") et vp(Ph o (Tem)) = n+1/e+ (1 -
p~™")vp(a) +v,(P'(«)) est indépendant de m; nous le noterons u,. Utilisant le

lemme 2, on voit que si m > (3F —1)(up+1)/2, alors yn.m = (Tn,m)” € O(k)

On a de plus 0(Yp.m — [#7 ' ]) = —@Ty,m, et donc
Yn,m = [xp_"] mOd(WAinf + I+ + Ik+1).
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Elevant cette congruence a la puissance p™, on obtient

Vm (35 =1) (unt1)/2, Unm)? =(@nm)? " =[2] mod (@"~H) Az + T4,
ce qui implique que si ¢(n) est une suite d’entiers vérifiant lim, .o d(n)/n =
00, alors Y, ¢(n) € (’)(T\I,f) pour n assez grand et la suite (yn’(b(n))p" tend vers
[z] dans A%, ;. On en déduit que 'adhérence de O%) dans AF, ; contient la
sous-O k- algebre de Am f engendrée par les [z] pour z € R, et o € (’)7{-,‘6'5

comme celle-ci est de toute évidence dense dans AY, s> cela démontre le lemme.

Lemue 5. — Vn € N, O% [ O et OF[prOF sont des Ok [p"Ox
épaississements infinitésimauz d’ordre k de Oc/p"Oc.
Démonstration : La démonstration étant la méme dans les deux cas (remplacer
d®) par 0%) dans la démonstration suivante), nous ne la ferons que pour
O%). La densité de O(_,’f) dans A% s implique que lapplication naturelle de
(’)g;) / p“O(—]f) dans A% /p”Am ; est surjective. Composant avec la surjection
de Amf/p”Amf sur Oc/p"Oc, on en déduit une surjection 6 de O%)/p”O(ITIf)

sur Oc/p"Oc. 1l reste & vérifier que ker 6 est de puissance k + 1-iéme nulle.

On peut écrire # comme le composé d’un morphisme 6; de (’)(k) / p"(’)%) sur

Amf Afnfl o (’)(k Y/p "O(]_f—l) et d'un morphisme 60, de (9(7? 1)/p"(’)%f-"l)

sur Oc/p"Oc¢ =~ (’)0 /p"Oyp. On sait déja que ker 0y est de puissance k-1eme
nulle ( et donc que (ker §)* C ker 61), il suffit donc de montrer que si z € ker 0

ety € ker 81, alors ry = 0. Maisona z € C’)%)ﬂpnoo ety € (95,—?) p”O% b,
Donc p™y € (’)(7?—1) et d®)(zp~"y) = 2d® (p~™y) = 0 car pd®) (p~"y) =0
et € p"Oy, ce qui implique p~"zy € O(IT]f) et donc zy = 0.

COROLLAIRE 6. — Amf/p"Amf, O%)/p”O%ﬁ) et OF /p"OF sont canonique-
ment isomorphes.

Démonstration : mf/p“Amf est lobjet initial dans la catégorie des

Ok /p" O épaississements infinitésimaux d’ordre k de Oc/p"Oc et par suite,

les applications naturelles (’)( )/p” (9( ), Ok [pn OF — Amf/p"Ak’ s sont des

isomorphismes.
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COROLLAIRE 7. — %) = Ok

Démonstration : On a O(I—\If) C OF et (9%) /pO(T? ~ OF/pO¥. On en déduit

que la multiplication par p dans OF/ (’)%f) est un isomorphisme, et comme ce

module est de p-torsion, il est nul; d’ou le résultat.
Remarque : Les corollaires 6 et 7 permettent de terminer la démonstration
du (i) du théoréme 1. Passons maintenant a la démonstration du (ii).

LEMME 8. — %) est surjective.

Démonstration : On a une suite exacte courte
0— OF — (9%_1) — Im(0®) — 0,
d’otu I’on déduit une autre suite exacte courte
0 — Im(0W)pn — Al /p" Al p — AL /P" A — 0,

et passant & la limite sur 1, on voit que T,(Im(0(®)) s’identifie au noyau de la

projection de A%, f sur Ak= fl ; en particulier, il est non nul. Soit alors une suite

d’éléments z,, de (9%_1) vérifiant 0F) (z,,) = pOF) (2, 41) et (k) (z,) # 0. Soit
y € I’“/If_ + I¥*1. 11 existe alors n € N et a € Of tels que y = ad®)(z,).
Soit r € N tel que p"a € OF. On obtient 3 (pTazpir) = p ad® (zpyr) =y,
ce qui permet de conclure. Comme (9(7? = OF, ceci permet de terminer la

démonstration du (ii).

Remarque : L’égalité O(I_?) = OF permet d’identifier d®) et ) ainsi que
Q) et Tk/Ik + TF+! = (I/I,)* = K/aF(k); la derniere égalité venant de
I'identification entre Q1) et K /a(1) démontrée au paragraphe 1.4.

§A2. K comme sous-anneau de B} ,.

Soient F un corps commutatif de caractéristique 0, P € F'[X] un polynéme

irréductible, F[X]p le complété du localisé de F[X] en I'idéal engendré par
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P, L = F[X]/P le corps résiduel de cet anneau de valuation discrete complet
et 7 'image de X dans L. Alors Y = X — 7 est une uniformisante de [ [X]p
qui s’identifie donc & L[[Y]]. Notons que si D = ?ﬁ%ﬁ est 'unique dérivation
de F[X]p de noyau L vérifiant D(P) = 1,siy € L et si Q € F[X] vérifie
Q(w) = vy, alors 'application y — @y = Y reo (—k1!)’° D¥(Q)P* est la section
de la projection de F[X]p sur L. En effet, D(Qy) = 0, ce qui implique @, € L
et de plus, Qu(7) = y. |
~ Tout élément de F[X]p s’écrit de maniére unique Y reo Qi P* avec Q. €
F[X] et deg(Qx) < deg(P). Une telle écriture sera dite minimale. Siy € L, on
note 3 o, 6% (y)P* son écriture minimale. On peut d’ailleurs calculer 6%(y)

en utilisant 1’algorithme suivant : il existe une unique suite de couples de
polynémes (Q, Ri) vérifiant

(i) Qo = Q et Ry =0,

(ii) deg(Rx) < deg(P') et deg(Qk) < deg(P),

(iii) Q?c + Ri + (k + 1)P’Qk+1 = PRi+1.
On a alors (59%(@/) = Qy, pour tout k € N, comme on peut le constater en
calculant D(Y e, QxP").

Nous allons appliquer les résultats précédents a F = K" Soient y €
K, L # K™ une extension finie de {™" contenant y, ™ une uniformisante de

L et P le polyndéme minimal de 7 sur K™".

LEMME 9. — Si 7 € Ains est tel que (%) = w, alors P(7) est un générateur
de 1.
Démonstration : Soit u € R tel que u(® = 7. On a T = [u] + a avec
o € I et si f = [L: K", alors P([u]) = [uf] mod wA;,s. Comme
vp(uf) = 1 et P([u]) € Iy, ceci implique ([Fo82a Prop.2.4]) que P([u]) est
un générateur de I. On peut donc écrire a = BP([u]) avec B € Ains et on
a P(7) = P([u])(1 4 P'([u])8) mod I3. Pour conclure, il suffit de remarquer
que 8(1+ P'([u])8) = 1+ P'(m)0(3) est une unité de Oc car L est totalement
ramifiée et donc 1+ P'([u])8 € A}, ;-

Si z € B, soit si(z) =sup{m € Z | v € @™ Ains + I¥*t1}. On appelle

écriture minimale de z toute série Y ro , zx dont la somme est z et telle que
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zr € wr@ T % (notons que cette condition implique la convergence de la série).
PROPOSITION 10. — S50, 65 (y)(7)P(%)* est une écriture minimale de y.

Démonstration : C'est une écriture car P(#) € I — I? implique que le
morphisme @ — Q(#) est une injection de K""[X]p dans B}, et donc

que Q,(7) = y. Elle est minimale car P(7) est un générateur de I, et
deg(6%(y)) < deg(P).

Remarque 1 : On peut définir sx(y) sans recours a Bt : en effet, si(y
dR

n’est rien d’autre que le minimum de v,(6%(y)) pour 0 < i < k. De plus,
cette proposition nous donne une description explicite de (’)%) comme étant

’ensemble des z € K vérifiant sg(z) > 0.

Remarque 2 : Une fois que 'on a identifié Q) avec K /ak(k), et que on
a choisit un générateur € = (¢(™)) € R de Z,(1), on peut utiliser la proposition
10 pour donner une formule explicite pour dk). Supposons y € (9%—1) dans
la proposition 10, et soit t* 'image de ([¢] — 1)) modulo I*+1 alors on a

a9 (y) = 62@)(@%%)%

109



[BOTS)

[BK90]

[Co90]

[Fa89)

[Fo82a)

[Fo82b)

[Fo83]

[FM87]

[Se68]
[Ta67]

P. COLMEZ

REFERENCES

P. BErTHELOT and A. Ocus. — Notes on Crystalline cohomology,
Princeton University Press, 1978.

S. BrocH and K. Karo. — L-functions and Tamagawa numbers
of motives in The Grothendieck Festschrift II, Progress in Math.,
Birkhauser, Boston, 1990, 333-400.

P. CoLMEZ. — Le corps des périodes p—adiques, C.R.A.S. Paris, 310
(1990), 321-324.

G. Fartings. — Crystalline cohomology and p—adic étale Cohomol-
ogy, in Algebraic Analysis, Geometry and Number Theory, The Johns
Hopkins Univ. Press, 1989, 25-80.

J.—M. FONTAINE. — Sur certains types de représentations p—adiques

du groupe de Galois d’un corps local; construction d’un anneau de
Barsotti-Tate, Ann. of Maths, 115 (1982), 529-577.

J—M. FoNTAINE. — Formes différentielles et modules de Tate des
variétés abéliennes sur les corps locaux, Inv. Math. 65 (1982), 379-
409.

J.~M. FoNTAINE. — Cohomologie de de Rham, cohomologie cristalline
et représentations p-adiques, in Algebraic Geometry Tokyo—Kyoto,
Lecture Notes in Math. 1016, Springer, Berlin, 1983, 86-108.

J—M. FoNTAINE and W. MESSING. — p—adic Periods and p-adic étale
Cohomology, Contemporary Mathematics, 67 (1987), 179-207.

J.—P. SERRE. — Corps locaux, 2¢me &dition, Paris, Hermann, 1968.

J. TATE. — p-divisible Groups, in Proc. of a conf. on local Fields,
NUFFIC Summer School, Driebergen, Springer, Berlin, 1967, 158-
183.

110




APPENDICE A L EXPOSE II

[Exp.IX] J.-P. WINTENBERGER. — Théoréme de comparaison p—adique pour

les schémas abéliens. I : Construction de I’accouplement de périodes,

exposé IX, dans ce volume.
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