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Capitulo 1

Concentracao de distributicoes

1.1 Modelando um problema de aprendizagem

Considere o seguinte problema de classificacao:

Problema 1.1.1. Dada uma imagem, determinar (algoritmicamente) se na imagem ha um
gato.

Como nao sabemos muito bem como definir o que é um “gato”, poderiamos ao invés disso
ter uma fase de pré-processamento na qual fornecemos varias imagens exemplo rotuladas
como “gato” ou “nao-gato” e esperar que o algoritmo determine uma “regra” do que é um
“gato”. Como modelamos isso matematicamente?

Notacao 1.1.2. Seja X o conjunto (finito) de todas as imagens possiveis. Seja Y’ aef {0,1},
onde 1 significa “gato” e 0 significa “nao-gato”. Uma “regra” ¢ uma funcao X — Y.
Imaginamos que ha uma fungao que é a “verdade” de classificagdo F': X — Y (desconhecida
por nds), e nosso algoritmo serd uma fungao que retorna uma regra H: X — Y dados m
exemplos rotulados (z1,y1),. .., (Tm,ym) € X x Y (onde m é livre). Isso significa que nosso
algoritmo é uma funcao da forma

A | X x Y™ 5 yX
meN

(onde Y é o espaco de todas as fungdes X — V).

Problema 1.1.3 (Aprendizagem total). Dado um conjunto finito X e tomando Y of {0, 1},
encontrar um algoritmo

A | X" xy™ —v¥
meN

tal que existe um mx 4 grande o sufficiente tal que para todo F': X — Y, e todo m > mx,
existem exemplos (z1,...,2,) € X tal que

Al(i, F2:))) = F.

Quao grande tem de ser mx?



Lema 1.1.4 (Uma obviedade). O Problema 1.1.3 tem uma solugao A com mx 4 = | X|. Mais
especificamente, o algoritmo

Yi, sei € [m]| é o minimo indice com z; = x,

A((w 3™ (@) :{ an

0, caso contrario,

é uma solugao com mxx 4 = | X|.

Demonstragao. Note que se m > mx 4, entdo podemos passar todos os pontos de X para A,
portanto A retornara F'. [ |

Exercicio 1.1.5. Assumindo |X| > 2, encontre uma solugdo A do Problema 1.1.3 com
mx A = |X‘ — 1.

Discussao 1.1.6. Note porém que a formulagao do Problema 1.1.3 néao ¢é justa: nao é muito
realista que nés podessamo escolher os exemplos 1y, ..., T,. (Quais seriam as melhores
imagens de “gatos” e “ndo-gatos” para um algoritmo que nds nao entedemos completamente?)

Ademais, nem todas as imagens (elementos de X') serao encontradas no dia-a-dia e também
elas nao aparecerao com a mesma frequéncia.

E mais natural imaginarmos que existe uma probabilidade p sobre X (também desconhe-
cida) que diz quao frequentemente as imagens ocorrem e que os nossos exemplos também
vém dessa probabilidade.

Mais especificamente, tenhamos um algoritmo fixado A e obtenhamos uma quantidade
m de exemplos suficientemente grande a partir de (i, F)), isto é, sejam x, ..., &, sorteados
i.i.d. (independentemente, identicamente distribuidos) de acordo com p, e sejam y; Ly (x;)
e seja H def A((x;,y:)"1), quao grande tem de ser m para termos uma chance de que F' = H
p-quase sempre (e, u({z € X | F(z) = H(z)}) =1)?

Note que agora nés podemos ser azarados e obter exemplos ruins, e.g., com probabilidade
baixa mas talvez nao zero, poderiamos ter x; = - -- = x,,, o que dificultaria deduzirmos o
comportamento da funcao em outros pontos. Entao é mais natural requerermos que estaremos
corretos com alta probabilidade, i.e., probabilidade tao proxima de 1 quanto se queira.

Problema 1.1.7 (Aprendizagem provavelmente correta (PC)). Dado um conjunto X e

tomando ¥ & {0, 1}, encontrar um algoritmo

A: | X xy™ —vX

meN

tal que existe uma funcdo mE}?A: (0,1) — N tal que para toda probabilidade p sobre X, todo
F: X =Y, todod € (0,1) e todo m > mK(4), temos

Pgrym [.A((a:i, F(wl))ﬁl) = F p-quase sempre| > 1 — 0.

Estudemos primeiramente uma variante do Problema 1.1.7 mais facil, em que a probabili-
dade p é uniforme:



Problema 1.1.8 (Aprendizagem provavelmente correta sob medida uniforme). Dado um

def

conjunto finito X e tomando Y = {0, 1}, encontrar um algoritmo

A [ X" x Y™ = Y*
meN

tal que existe uma funcao m)P(?jnif: (0,1) — N tal que para a probabilidade p uniforme sobre

X, todo F: X =Y, todo d € (0,1) e todo m > m5k4™(4), temos
Py yim {A(@;i, Fla))r,) = F] >1-4.

Ideia: poderiamos tentar aplicar o Lema 1.1.4. Se virmos todos os pontos do espaco,
o algoritmo do lema resolvera o problema. Isso motiva estudarmos o seguinte problema:
queremos completar um album de figurinhas, se as figurinhas sao distribuidas uniformemente,
quantas figurinhas temos que comprar para completar o album?

Problema 1.1.9 (Coletor de Cupons' (Coupon Collector)). Seja X um conjunto finito e

ponha n def | X |, seja u a probabilidade uniforme em X e sejam @, @, . .. i.i.d. distribuidos
de acordo com p. Seja

T ¥ min{i e N|Vz € X,3j <i,x=wx;}

o tempo que leva até que todos os elementos de X aparecam na sequéncia aleatéria a1, xo, . . ..
Quanto é E[T']? Podemos dar uma boa estimativa da forma P[T > a] < b?

Definicdo 1.1.10 (Valor esperado/esperanga). Dado um espago de probabilidade enumeravel
(Q, 1) é uma variavel aleatoria T': {2 — R sobre €, o valor esperado de T é:

E[T(w)] = Y p(w) - T(w).

we
Note que:
o (Linearidade da esperanca) E[T} + a - Tz| = E[T}] + a - E[T3).
. [E[T)| <E[T].

e Se Ty, ..., T, sdao independentes, i.e., se
P[Tl == tl,...,Tn :tn] = H]P)[’I; = tl],

entao E[[[}L, T] = [[iL, E[T3].
o (Probabilidade total) Para uma particao (F;);c; de Q em eventos, temos

E[T] = ZE[T | B3] - P[E3].

el

1O nome mais conhecido do problema é esse, no qual estamos coletando cupons em vez de figurinhas.



Proposigao 1.1.11. No Problema 1.1.9, temos®
"1
ET]=n-H,=n-» =< (n) +1).

=1 v

Demonstragao. Para todo i € [n], seja T, o tempo que leva para coletarmos nossa k-ésima
figurinha tinica apds termos k — 1 figurinhas tinicas, de forma que

=>.T
k=1
Formalmente:

T, & min{i e N| [{@1,..., @} =k} —min{i € N | [{@1,..., @} =k —1}.

As variaveis T} sao independentes, mas nao precisamos provar isso pois linearidade da
esperanca nao requer independéncia:

ﬂ=§MM-

Fixe k € [n], qual é a distribuigdo de T},? Para T}, nds ja temos k — 1 figurinhas tnicas,
entao cada vez que abrimos um novo pacote de figurinhas, a chance de ser uma figurinha

nova € py, def (n — k +1)/n e cada novo pacote é independente do anterior. Isso significa que
T} tem distribuicao geometrica Geom (py):

P =t]=(1-p)""pr (t€N),

cuja esperanca é facil de se calcular:

ETi) = > (1—pe)™" pr-t=ps- jx (_ Z(l—x>t)

teNy teNy T=pg (12)
d (1—2x) 1 1 n
=Pk 5\ 77 = =Pk 5 =
de \ 1-(1-2)/|,_, 22 lemp, P& n—k+1
Portanto:
n n n
:ZE[Tk]: ——F =n-H,.
= —n—k+1
Finalmente, note que
n dx
H, Z <1+ —zln(n)+1. |
x

le

20 ntmero H,, abaixo e chamado n-ésimo nimero harménico.



Mas também gostariamos de estimar a probabilidade de que T' é muito maior do que o
valor esperado. A ferramenta mais simples para se transformar uma cota no valor esperado
numa cota de probabilidade é a desigualdade de Markov:

Proposigao 1.1.12 (Markov). Se X é uma varidvel aleatéria nao-negativa (X >0) e a > 0,
entao
E[X E[X
P[X >a] < [ ], PX > a] < | ]

a a

Demonstracao. Provamos apenas a primeira desigualdade, pois a segunda tem uma prova
‘. def ~
andloga. Se pusermos p = P[X > a], entao

EX|=EX | X >a| - p+EX | X <al-(1—p)>a-p,
donde p < E[X]/a. |

Nota 1.1.13. Tipicamente a desigualdade de Markov (Proposi¢ao 1.1.12) é aplicada com a
sendo um multiplo (maior que 1) do valor esperado: a &f (14 ¢)-E[X] para ¢ > 0.
Corolario 1.1.14. No Problema 1.1.9, para ¢ > 0, temos

1
14+c¢

]P’{Té(l—i-c)-n-(ln(n)—i-l)} >1-—

Demonstracao. Segue aplicando a Desigualdade de Markov (Proposi¢ao 1.1.12) ao resultado
da Proposi¢ao 1.1.11:

E[T] _ 1

P\T > (1 “n- (1 | < : u
{ (14c)-n-(In(n) + )} (I+¢)-n-(Inn)+1) =~ 1+c¢
Corolario 1.1.15. No Problema 1.1.8, o algoritmo A de (1.1) é uma solug¢ao com
uni [ XT- (n([X]) +1)
mbgi(y) = | P
Demonstragio. Se m > m{%(4), entdo pelo Corolario 1.1.14 com
def 1
c=—-—1,
temos que {xy,...,x,,} = X com probabilidade maior que
1 pa—
l4+c
Por sua vez, quando {1, ...,z } = X, o algoritmo A retorna F. [ |



Sera que conseguimos provar alguma cota inferior? Isto é, conseguiriamos provar que
qualquer algoritmo A que resolve o Problema 1.1.8 necessariamente deve possuir mx 4(9)
maior que alguma certa funcdo de 07 Intuitivamente, mx () muito menor que |X| deve ser
impossivel, mas conseguirfamos provar isso?

Para isso usaremos o que as vezes é conhecida como Desigualdade de Markov Reversa:

Proposicao 1.1.16 (Markov Reversa). Se X é uma variavel aleatdria e a,c € R sao tais que
X <cea<c entao

< —, IP’[X<a]<LE[X].

cC—a cC—a

P[X <d] < c —E[X]

Demonstracao. Provamos apenas a primeira desigualdade, pois a segunda tem uma prova
analoga. Se pusermos Y e X , entdo Y > 0, dai a Desigualdade de Markov (Pro-
posicao 1.1.12), temos
ElY —E[X
PIX <] = P[Y > c—a] < 2X] _ ¢=EIX]

cC—a cC—a

Proposicao 1.1.17. No Problema 1.1.8, para todo algoritmo A e todo m < |X|, existe uma
funcao F: X — Y tal que
[ X] = (X[ —m)/2

| X] -1

Pavn | A((@i, P2y ) = F| <

Demonstragcao. Queremos provar que

[ X| = (X[ =m)/2
[ X1 =1

F: X=>Y

max_ Py [A((;ci,ﬂwi));zl) _ F] <

Para isso, vamos criar uma variavel aleatéria L que mede quantas entradas da funcao H
retornada pelo algoritmo estao erradas:

La(F, ())& 5 1| A (i @) ) () # F2)|.

zeX

Nosso objetivo entao é provar que

(X[ = (X[ =m)/2
m > —
FF}?EEY]P)%N“ [L(F,x) > 1] >1 X[ -1

(1.3)
Para isso, vamos primeiro investigar o valor esperado: seja v a probabilidade uniforme sobre
todas as fungoes X — Y e note que

max By [L(F,@)] > Epe {]Ewwum [L(F, a:)H = By {EFW [L(F, a:)H "

rzeXm

> min Ep., [L(F,x)}



Fixando x € X™, observamos que

Erv, [La(F.2)] = X P|A((es F@)2)) () # F(2)]

zeX

> % Pro|A((@ F@) ) () £ F)
Vie[zrs]ﬁ;é:ci
1 _ | X|—m
-y L BEm
zeX 2 2
Vie[m],z#x;
que junto a (1.4) prova que
[ X|=m
max B m [L(F,z)| > —

Ja que L < |X]|, usando a Desigualdade de Markov Reversa (Proposigao 1.1.16), temos

F: X->Y F: XY

max_ P ,m {L(F, x) > 1} = max (1 — Py [L(F7 x) < ID

| X| — Egpm [La(F, )]
>F¥n)?§y <1_ | X|—1
51— | X| = (|X]—m)/2
~ X -1
que conclui a prova. [ ]
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